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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo analitico para o potencial perturbador de
um problema de trés corpos coplanar, utilizando o formalismo hamiltoniano expressado
através das coordenadas canodnicas de Jacobi. Consideramos um sistema de trés massas
pontuais, dentro de uma configuracao de ressonancia de movimentos médios generalizada
do tipo n1/ny = (p + q)/p-

Desenvolver um modelo analitico se mostra vantajoso no sentido de possibilitar o melhor
entendimento da dinamica dos fendmenos que caracterizam um determinado sistema, a
identificagao mais imediata das principais variaveis do problema, e a melhor caracterizacao
dos comportamentos possiveis em fungao destas tltimas.

Aplicamos a metodologia classica de expansoes em séries de poténcias das excentrici-
dades e semi-eixos maiores. Usando expansoes em séries de Taylor e Fourier, obtivemos
a expressao completa para o potencial perturbador, em funcao dos elementos orbitais
Aiy Wi, a;, €5, © = 1,2. Os termos de curto periodo foram eliminados por simples inspecao
visual, removendo as contribuicoes advindas de argumentos que continham os angulos
rapidos \; e Ao, exceto aqueles nos quais estavam contidos as combinagoes criticas. Esse
processo de média ‘manual’ reduziu o sistema a um problema de dois graus de liberdade.

O comportamento da fungao analitica desenvolvida foi testado para o caso especifico
de ressonancia 3:1. Nossos resultados foram comparados com aqueles gerados através de
um modelo semi-analitico outro, o qual também computa um Hamiltoniano médio para

um sistema ressonante.






Abstract

In this work we develop an analytical model for the disturbing potential of the pla-
nar Three-Body problem, using the Hamiltonian formalism expressed in canonical Jacobi
coordinates. We consider a system of massive points in a general mean motion resonant
configuration of the general type ny/ns = (p+ q)/p.

The development of an analytical model is very important once it allows us to better
understand the dynamical phenomena of a system, identifying the main variables and the
possible regimes of motion that the system may assume.

As a methodology, we apply the classical method of expansions in power series of
eccentricities and semi-major axes. Through the application of Taylor and Fourier series
expansions, we obtain the exact expression for the disturbing potential as a function of the
orbital elements \;, @;, a;, e;, ¢ = 1,2. The short-period terms were eliminated by removing
those terms whose arguments were depending at least on one of the fast angles A\; and As,
except for those which contain the critical combination of the fast angles. This average
process allows us to reduce the system to a two-degree-of-freedom problem.

The behavior of the obtained analytical function is tested for the specific case of a 3:1
MMR. We compare the results with a semi-analytical model, which also gives the averaged

Hamiltonian of a resonant system - in Jacobi coordinates.
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ressonancias exteriores. Os numeros identificam cada sistema em acordo

com a Tabela (.11

Problema de trés corpos nao-restrito. Os vetores r; e ry indicam as posicoes
astrocéntricas de m; e mo, respectivamente; g é o vetor posi¢ao de msy no

sistema de Jacobi. .
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A Funcao Perturbadora

Embora as metodologias puramente numéricas mostrem-se de importancia impar aos
estudos de Mecanica Celeste, especialmente nesta era dos grandes clusters, capazes de
executar extensas simulagoes e integracoes de orbitas, é inegavel o fato de que as abor-
dagens analiticas e semi-analiticas sejam essenciais a andlise de varios problemas dessa
area. De fato, os métodos analiticos sao necessarios para o profundo entendimento de
diversos problema, bem como para a interpretacao correta de resultados obtidos. A posse
de uma expansao analitica da fungao perturbadora permite compreender melhor a origem
de fenomenos dinamicos caracteristicos de sistemas planetarios, ao se ter em maos a pos-
sibilidade de uma melhor compreensao da influéncia dos termos que compdem a funcao
sobre a dinamica do sistema em estudo.

Desde os trabalhos originais de Hansen, Le Verrier e Tisserand (Hansen, 1838} |Le
Verrier), [1855; | Tisserand, [1885]) no século XIX, distintas abordagens da expansao analitica
da fungao perturbadora tém sido apresentadas na literatura, para os casos do problema de
trés corpos restrito e ndo-restrito (Andoyer, 1923; Newcomb, 1895} |Brown), (1932; Ferraz-
Mello|, [1987; Kamel, 1988} [Yokoyamay, 1994 Beaugé, |1996).

Sobre a problematica das trés massas que interagem devido a gravitagao, encontra-
mos na literatura duas metodologias classicas de computagao da funcao perturbadora.
Tais metodologias diferem, sobretudo, na expansao da parte principal da funcao, a saber,
gGmymay/A (onde m; designa as massas dos corpos orbitantes, A a distancia mitua en-
tre eles, e G a constante universal de gravitacao). Em uma dessas abordagens, utiliza-se

expansoes em séries de poténcias das excentricidades e inclinacoes, através das séries de
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Taylor e séries periddicas de Fourier: formalmente, essa metologia é conhecida como ex-
pansao de Laplace (Broucke e Smithl [1971; [Ferraz-Mello, [1983; [Laskar e Robutel, 1995;
Klioner| 2000)).

No segundo tipo de abordagem, a expansao é feita com relagao a razao o = ay/as dos
semi-eixos maiores (o subindice 1 refere-se ao corpo de 6rbita interna, e 2 aquele de érbita
externa), utilizando os polinémios de Legendre.

Na pratica, essas metodologias se diferenciam quanto ao raio de convergéncia das séries
de poténcias, bem como quanto a taxa na qual essa convergéncia é atingida. Devido a
isso, os cenarios de aplicabilidade sao distintos: expansoes utilizando os polinomios de
Legendre apresentam uma convergéncia bastante lenta para valores moderados e altos
de «, sendo mais aplicadas aos estudos de sistemas hierarquicos, nos quais os corpos
orbitantes apresentam semi-eixos bastante distantes. Em geral, tais sistemas ficam longe
das principais ressonancias de movimentos médios, casos em que se mostra mais adequado
aplicar a expansao de Laplace.

As maiores contribuicbes a expansao da funcao perturbadora, utilizando os métodos
citados, foram realizadas ao longo do século XIX (Hill, 1875} Tisserand, 1885). Trabalhos
recentes que utilizam as expansoes de Legendre sao encontrados em (Ford et al., 2000; |Lee
e Peale, 2003; Laskar e Boué| 2010)).

A descoberta de novos sistemas planetarios, dentro de configuracoes dinamicas que
incluem fenomenos complexos como as ressonancias, inspiraram a revisao das teorias de
expansao das perturbacoes. Apresentamos neste trabalho um estudo teérico inserido nesse
contexto. Revisitamos o problema de trés corpos geral, e em seguida, adotamos a primeira
simplificacao possivel, considerando o caso coplanar. Utilizando o formalismo hamiltoni-
ano desenvolvido especificamente em coordenadas canonicas de Jacobi (e.g., (Ferraz-Mello
et all 2005)), realizamos a expansao do potencial perturbador utilizando o método de

Laplace.

1.2 Ressonancias de Movimentos Médios

A descoberta de um planeta orbitando uma estrela dentro da sequéncia principal
revelou-se um dos maiores feitos da Astronomia no final de século passado (Mayor e Que-

loz, (1995)), e impulsionou o desenvolvimento cientifico e tecnolégico da area, através do
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aperfeicoamento de teorias e técnicas capazes de viabilizar a deteccao de novos planetas
extrasolares.

Diante dos varios questionamentos acerca dos fenomenos fisicos que regem a dinamica
dos corpos celestes, é de grande importancia a caracterizacao de diferentes sistemas pla-
netarios, quanto ao seu comportamento, mediante a obtencao e o estudo dos parametros
que determinam suas propriedades fisicas.

Sistemas planetarios com mais de um planeta apresentam, em determinados casos, con-
figuracoes orbitais ressonantes entre seus movimentos médios. Na literatura, tal fendmeno é
formalmente conhecido como Mean Motion Resonance (MMR), literalmente, ressonancia
de movimentos médios. Nela, os periodos orbitais dos planetas sao comensuraveis, i.e.,
obedecem uma relagao de proporcionalidade do tipo T2/Ty = (p+q)/p, (p,q € Z), 1 € 2
referindo-se ao planeta de drbita interna e externa, respectivamente. Nesses casos, fala-se
em uma relagao de ressonancia do tipo p + ¢ : p, onde ¢ denota a ordem da ressonancia.
No Sistema Solar, por exemplo, a maioria dos casos de MMR envolvem corpos menores,
satélites naturais e asterdides. Nos caso dos planetas, é possivel observar configuracoes
quase-ressonantes: um exemplo é o sistema Jupiter-Saturno (Michtchenko e Ferraz-Mello,
2001)), que se encontra em quase-ressonancia 5:2. Nesse caso, os dois planetas gigantes
nao estao envolvidos diretamente em uma interagao ressonante, mas mostram um modo
oscilatorio conhecido como ‘Grande Desigualdade’.

A existéncia de sistemas exoplanetarios caracterizados por comensurabilidades de mo-
vimentos médios abriu um novo cenario dentro do problema classico de trés corpos. Entre
muitos aspectos, € interessante mencionarmos o estudo de solucoes de equilibrio e de-
terminacao de regides de estabilidade e caoticidade no espaco de fases, para diferentes
configuragoes de massas e condigoes iniciais (Callegari et al., 2004; Michtchenko et al.
2006, 2008a; Beaugé et al., [2007; |Alves et al., 2016]).

Ao longo da evolugao de um sistema, a proximidade a uma ressonancia pode tanto con-
duzir a cenarios de estabilidades quanto de instabilidades. Deste ponto de vista, percebe-se
a importancia em se compreender melhor as caracteristicas do fenomeno, a fim de expli-
car/prever as circunstancias de (in)estabilidade.

Nos tltimos anos, muitos estudos foram desenvolvidos quanto a questao da origem e
estabilidade de sistemas ressonantes (Ferraz-Mello, |1987; [Hadjidemetriou, 2002} Lee e Pe-

ale, [2003; Beaugé e Michtchenko, 2003)). Em muitos deles, o foco manteve-se em encontrar



26 Capitulo 1. Introdugao

os dominios de condigoes iniciais e paramétricos que caracterizam configuragoes dinamicas
estaveis. Uma vez que as deteccoes indiretas, em geral, nao apresentam os parametros
fisicos e orbitais precisos, tais estudos se mostram essenciais para a determinacao dos
limites desses parametros.

Embora a maioria dos trabalhos apresentados utilizem métodos numéricos, tem havido
um esfor¢o no intuito de desenvolver modelos analiticos para o estudo de sistemas resso-
nantes, no caso nao-restrito (Holman e Murray, [1996; Murray et al., 2002; Lee e Peale,
2003; Beaugé e Michtchenko| [2003), aplicando-se, por exemplo, as expansoes de Laplace
da funcgao perturbadora.

O objetivo principal do presente trabalho é desenvolver uma expansao analitica para
o Hamiltonino de um problema de trés corpos coplanar, considerando uma configuracao
de ressonancia de movimentos médios generalizada (p + ¢) : p. Em seguida, aplicamos o
modelo para o caso especifico da ressonancia de segunda ordem 3:1.

Como um ultimo comentario, atentemos para o seguinte fato: o tratamento tedrico que
aqui desenvolvemos pode ser formalmente aplicado considerando tanto érbitas planetarias
ressonantes, em torno de estrelas, quanto orbitas ressonantes de satélites em torno de
planetas. Assim, abre-se a possibilidade para, futuramente, utilizar nossos estudos para
comparar as diferencas entre a dinamica ressonante tipica de sistemas planetarios, e a

dinamica de satélites capturados - ou nas proximidades - de uma MMR.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica do Problema de N-corpos

O conceito fundamental da Mecanica é o de movimento: a variacao da posigao espacial
de um objeto ou ponto material, em relacao a um dado referencial e no decorrer de um
certo intervalo de tempo. Investigar as causas desse movimento é a proposta da Dinamica:
fornecido um conjunto de corpos interagentes, descrever as forcas que agem sobre cada um
deles, relacionar a resultante a aceleragao e entao, determinar a lei de movimento para os
corpos, correspondente aquele referencial.

Nesse sentido, fica clara a importancia de se ter bem definida a ideia de referencial,
ou sistema de referéncia. Debrucar-se sobre um problema dinamico pressupoe escolher o
melhor referencial para tal problema.

Nas segao a seguir, expomos o problema de (N+1)-corpos interagindo sob a agao
do potencial gravitacional. A proposta é descrever, utilizando o formalismo newtoniano
(principio fundamental da dinamica), as leis de movimento para trés casos tipicos de refe-
rencial: inercial arbitrario, inercial baricéntrico, e (nao-inercial) astrocétrico.

Em seguida, introduzimos o formalismo hamiltoniano, o qual serd adotado no desenvol-
vimento metodolégico do restante deste trabalho. Os conceitos fundamentais de varidveis

canonicas sao apresentados nas iltimas secoes do capitulo.

2.1 Integrais de Movimento

Nao é possivel trabalhar o movimento de um sistema de corpos, sem antes especificar um
referencial, em relagao ao qual tal sistema se move. Nas préximas subsecoes, tratamos de
apresentar o problema de (N+1)-massas que interagem dentro do potencial gravitacional.

Utilizamos o formalismo de forca newtoniano, através da Lei da Gravitacao Universal. O
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problema é apresentado em trés sistemas de referéncia. Em cada um deles, mostramos
a conservacao das importantes quantidades que caracterizam o sistema: as integrais de
movimento.

Ao final, o conceito de um dos casos de referencial é utilizado para introduzir as coor-

denadas de Jacobi (Duboshin| [1969).

2.1.1 Referencial inercial arbitrario

A solucao da equagao de movimento de um corpo (principio fundamental da dinamica),

L i
F=M=
dt

somente é alcangavel, com sentido fisico adequado, quando se utiliza massas inerciais em
um sistema de referéncia inercial. Por inercial entendemos um sistema isento de ace-
leracao, i.e., que esteja imovel ou em movimento retilineo uniforme. Em relagao a este
referencial, qualquer massa pontual nao estard sob efeito de forgas inerciais (ou pseudo-
for¢as) intrinsecas (por exemplo, a forga centrifuga e a forga de Coriolis). Nesta secdo,
fazemos mencao a um referencial inercial arbitrario, sobre o qual localizamos um ponto
qualquer S, e que sera a origem do sistema de coordenadas.

Seja tomado, entao, o referencial inercial com origem no ponto S, e (N+1)-particulas
pontuais de massas m; nesse espago. Denotaremos por r; (i = 0, 1, ..., N) os vetores
de posi¢ao dos (N+41)-corpos em relagao ao referencial, e p; = m;¥; serdo os respectivos
momentos lineares. A Fig. ilustra tal sistema, para o caso de 4 corpos.

Da Lei de Gravitagao Universal derivamos a equac¢ao de movimento do i-ésimo corpo:

N
. gm;m;
m;r; = — E A—3(I'Z - I'j), (21)
=0 T
onde G vem a ser a constante de gravitacdo universal e A;; = |r; — r;| s@o as distancias

mutuas entre os corpos i e j.
Teoricamente, para uma solugao completa da Eq. (2.1)), sdo necessarias 6(N+1) cons-
tantes de integracao.

Se somarmos sobre os indices i em (2.1)), teremos

N N N gmm
i=0 ¢

i=0 j=i+1
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M2

ms3

Figura 2.1: Sistema exemplificando 4 corpos, com os vetores posicao dados dentro de um sistema de

coordenadas inercial arbitrario com origem em S.

Integrando uma vez a equagao anterior, vem que

N N
E mir; = E p;: = a,
=0 i=0

(2.3)

onde @ = (ay,as,az) é um vetor constante de integracao. A Eq. ({2.3) determina a con-

servacao do momento linear total P do sistema. Integrando novamente,

N
Z mu;r; = at + b,
i=0

(2.4)

eb= (b1, by, b3) é também um vetor constante de integracao. A Eq. 1} fornece a equacao

do movimento do baricentro Ry do sistema. Do momento linear total P = const tém-se

trés integrais primeiras de movimento.

Tomemos agora o seguinte produto vetorial:

N N N gm m

.. i
E m;r; Xr;, = — E E Tri X (I'Z' — I'j) = 0,
i=0 i

i=0 j=i+1

pois r; X r; = —T; X r;, e a somatoria ¢ tomada sobre todos os indices. Mas

N N
d drl
i X I = — iy X1y = — =0,
;mr i dt;mr =

(2.5)

onde £ é o momento angular total do sistema. £ é uma constante de movimento, e a Eq.

(2.5]) fornece mais trés integrais do momento angular £ = ¢, através das trés componentes
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constantes desse vetor. Escrevendo as componentes vetorias retangulares:

N
Zmz[yzzz — 2] = 1 = Ly,
=0
=0

N
> milwigs — yii] = s = L.
i=0

A energia potencial do sistema é definida por

ZZ Gmim; (2.7)

=0 7>t

e pode—se escrever

onde V,, é o operador gradiente dado por

0 0 0
+j-—+k

Ve =1 By 0z

’ 8372

Tomamos o produto escalar ¥; - (2.8)), e somando sobre todos os indices

N
daUu
meZ r;, = r, V,U=——.
: dt
=0
Notando que
d
E(r r)=2r-t
entao,
R N
Integrando em ¢, ficamos com
N
1
i=0

FE é uma constante de integragao escalar, e define a energia total do sistema. A Eq. (2.9))
¢ a integral de energia. O termo quadratico em ¥; é a energia cinética T' dos corpos (T é
uma fungao homogénea das velocidades):

N

N
1 1
=3 § mts = 3 § my(2? 4+ 92 + 7). (2.10)
1=0

=0
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A energia, o baricentro, o momento linear e o momento angular constituem as dez
integrais cldssicas do problemas de N-corpos (ou, neste caso, de (N+1)-corpos), dadas
respectivamente pelas Eqs. , , e .

Resolver a Eq. significa resolver 3(N+1) equagoes diferenciais de 2* ordem. Esse
nimero pode ser reduzido, com a escolha adequada de uma mudanca de referencial, utili-

zando as integrais primeiras de movimento apresentadas.

2.1.2 Referencial baricéntrico

Como mostrado anteriormente, o baricentro de um sistema de (N+1)-corpos tem sua
equacao de movimento satisfeita por uma funcao linear (movimento retilineo uniforme)
(Eq. ) Um referencial centrado sobre este ponto especifico é, portanto, inercial.
Vejamos como ficam as integrais de movimento.

Introduzimos os vetores de posicao relativos ao baricentro do sistema de (N+1)-corpos

Ri =r; — RB, (211)
onde
1 N

mi

ms

Figura 2.2: Sistema de 4 corpos, com os vetores posicao dados em coordenadas referenciadas ao baricentro

B do sistema.

Facilmente, verifica-se que r; —r; = R; — R; (distancias mituas sao conservadas, o que

ja era esperado, pois independem do referencial). Da Eq. l) tiramos R = 0. Uma vez
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que tomamos o baricentro como origem do novo sistema de referéncia, é facil perceber que

Rg=0¢ RB =0, e tem-se

N N N
=0 1=0 1=0

Separando o indice 0, reservado para o que se conhece por corpo central, ficaremos com

a seguinte relacao
Ro=-Y —R, (2.14)

A equacao do movimento do i-ésimo corpo sera dada entao por

mR; = — i gmgmj (R, - R;) — %(Ri “Ry). (2.15)
oyt ij 0i
Agora, usando Eq. , temos que
N m; m; N om,
R,—Ro=R; + ; EgRj — R, + m;RZ- +j%:# —;Rj.

Multiplicando a igualdade por mgm;, apds algumas manipulagoes simples, obtém-se

N

j=l3j#i
Substituindo o resultado anterior em (2.15]), obtém a equacao de movimento do i-ésimo

corpo.

N . N
- gm;mj(R; — R, gm;
j=1:j7i ) 0 J=Lij#i

onde ¢ =1, 2, ..., N.

Facilmente, pode-se mostrar que
N
L= Zmiri X I‘Z = £B +£/,
i=0

onde L5 = MRp x Rp é constante (verifica-se através de ), e L' é dado pela seguinte

expressao:

N N
El S ZmzRZ X (RZ + RB) + ZmZRB X Rz = Cte, (217)
=0 =0

uma vez que a relagao de conservagao do momento angular total £ deve continuar sendo

satisfeita.
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Para o referencial centrado no baricentro do sistema, valem as relagoes (2.13), de ma-
neira que pode-se, neste sistema, escrever:

N
L= mR; xR, (2.18)

i=0
quantidade que vem a ser o momento angular total do sistema calculado em relagao ao
baricentro. A inercialidade do sistema nos garante a conservacao do momento angular
respectivo, i.e., L = J , onde J é um vetor constante.

Usando Eq. (2.14) na equagao anterior, obteremos

, 1 N N )
L = m—o ijRj X ij/Rj/
=1 =1

As componentes retangulares serao dadas, portanto, pelas Seguintes expressées:
1 N N N N
m— E ij;‘ E T)’Lj/Zj/ — E ijj E mj/Y},
0 Lj=1 =1 j=1 =1
1 N N N N
— E ijj E mj/Xj/ — E ijj E mj/Zj/
mo |—]
]:

j'=1 j=1 j'=1
1 N N N N
E E ijj E T)’Lj/Y}/ — E TijYj E mj/Xj/
0 j=1 j'=1 j=1 j'=1

De maneira analoga a anterior, podemos abrir a equacao para a energia cinética do

sistema. Partindo da Eq.([2.10)), temos

N
1=1

N
+ Zmz(YzZz — ZY;) = ¢},
i=1

N
+ Zmi(ZiXi — XiZ;) = ¢y, (2:20)

i=1

N

=1

1 & 1 &
— ..2—_ . ) .A2
T = §;mlri = 2ZZ:;m,(RB—f—RZ)

IS TR 4ok B 4 2

N N
= %MR% +%§miR§+RB : ;miRi =T+ T, (2.21)
onde definimos Tg = %M R% No referencial baricéntrico, usamos novamente a Eq.(2.13]),
e o N 3

T = 3 ; m;R;
nada mais é que a energia cinética dos (N+1)-corpos relativa a origem sobre o baricentro.

Da Eq.({2.14)), temos que
N 1 al i
Ro=-> —R;=Ri=— ) mR,
0 mo J 0 m(Q) <j1 J J)

J=1
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Substituindo na expressao de 1", vem que

1 : 1 :
/ 2
T'= — E m;R; | + 3 E m;R7, (2.22)

e a integral de energia 7" + U = E’ é vélida, com U dada pela Eq.(2.7) e £’ sendo uma
constante que satisfaz £/ = E — Tg.

Vemos, de Eq., que a escolha por tal sistema de referéncia nao reduz o niimero de
equagoes diferencias a serem resolvidas: temos ainda 6(N+1) equagdes, e continuamos com
as dez integrais primeiras. As féormulas apresentadas para este caso de referencial podem
ser de grande utilizadade para trabalhos de determinagao de érbitas a partir dos dados de
velocidade radial, por exemplo. Além disso, utilizar o centro de massa como referéncia é o

fundamento por tras das coordenadas de Jacobi, conforme veremos mais adiante.

2.1.3 Referencial astrocéntrico

As equagoes do movimento podem ser facilmente reduzidas para 6N equacgoes se tomar-
mos como origem do referencial um dos préprios corpos do sistema, o qual serd chamado
corpo central. Em Astronomia, este é o referencial naturalmente escolhido, chamado as-
trocéntrico. Introduzimos, entao, os vetores de posicao em relagao ao corpo central, ao se

escolher a origem do sistema sobre my:
I‘; =TI; —Iop. (223)

A Fig. apresenta a ilustracao do caso.
Nesse caso, perde-se o carater inercial do sistema, uma vez que o movimento dos N-

corpos estara referenciado ao corpo mg, que também tem movimento acelerado, segundo

a Eq. (2.1) dado por

* Gm, * Gm,
fo=) S5 —r) =) 5T (2.24)
m1 20 0
Agora, temos que

A equagao de movimento do i-ésimo corpo (i # 0) fica

N
.y gmimj ’ ’ .
mr, = — Z — (v — 1)) —mity =
J=0j#i Y
N N
Gmymg gmim; ., gmym; ,
= g — Y Tt () =y T, (2.25)
! J=Lj#i K j=1 J
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my

ms3

Figura 2.3: Sistema de 4 corpos, com os vetores posicao dados em coordenadas referenciadas ao corpo de

massa my.

onde introduzimos a distancia astrocéntrica r; = Ay;. Na expressao anterior, o primeiro
termo do lado direito representa a interacao gravitacional entre a massa mg e o 4-ésimo
corpo; o segundo termo determina as interagoes entre este ultimo e os demais (N-1)-
corpos, enquanto que o ultimo termo esta relacionado a aceleracao da massa central my.

Se separarmos a contribuicao do corpo i deste iltimo termo, podemos finalmente escrever

N / / /

. G(mo + m; Z R
I‘g = —%I‘; — gmj A—3J + T_; . (226)

‘ j=lij# g I

O primeiro termo da expressao acima tem a forma da equagao de movimento para o
problema de dois corpos: denota a interacao gravitacional entre a i-ésima particula e o
centro de forca de massa mg + my. O segundo termo trata-se do termo perturbativo do
movimento do corpo, e é dividido em duas partes: a primeira parte é a perturbacao direta,
devida a mitua interagao gravitacional entre o i-ésimo corpo e os (N-1)-corpos restantes;
a segunda parte, a perturbacao indireta, é resultante da agao das (N-1)-massas acelerando
o corpo central.

Sejam definidas as funcoes

Rijj=—-¢ {L - '31'3} : (2.27)

Tem-se que
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© N N N /
V.R. — g v 1 r;

2 maVilty == 3 man Vi 1) =0 D mig
J=Lj# j=1;j#i =151 J

Combinando este tltimo resultado com Eq.([2.26)), vem que
N
I} = —%r; + Z m; ViR (2.28)
! J=Lj#i

A Eq.({2.28) ¢ fundamental. Se os R;; forem nulos, fica-se com as equagoes de movimento
tipicas do problema de dois corpos. Os termos de R;; causam as perturbagoes no movimento
do -ésimo corpo: definem, assim, a quantidade fisica denomida func¢ao perturbadora.

O momento angular total do sistema pode ser escrito como

N N
L= Zmiri X I',L = Zmi(rg + I',/L) X (I‘O + I';)
=0 =0

Da definicao adotada para as coordenadas, ry = 0 = r{,. Entao

N

. ./ ! . / ./

L= Mrg X 1o+ 5 m; [ro X ¥ +1; X Tg +1r; X I}]
i=1

N N
. . , / . . /
=rg X [Mtq+ E m;t;| + g m;r; X (Fo + I7).
i=1 i=1
A expressao anterior fornece o momento angular do sistema em termos das coordenadas
astrocéntricas e das respectivas velocidades astrocéntricas.

O primeiro termo em colchetes pode ser expandido, e encontraremos que

N N N
ro(mo + Z m;) + Z m;t; = moto + Zmi(fo +1) =
i=1 i=1 i=1

N

N
i i=0

=1

Finalmente, ficamos com a seguinte expressao para o momento angular do sistema:
N N
_ . / . ./
L= g X E m;Y; + E m;r; X (I‘O + I'j). (229)
=0 j=1

Agora, retomando o referencial baricéntrico, valem as relagoes dadas pela Eq.(2.13)). O
primeiro termo da expressao anterior ¢ nulo, e podemos calcular o momento angular em
coordenadas astrocéntricas utilizando a Eq.(2.19) para o momento angular no referencial

baricéntrico.
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Uma vez que r; = R; — Ry, usando Eq.(2.14)), ficamos com

N N

j=1 j=1

N

S ML NEE it

j=1

e facilmente chega-se a
N
1
Ri =1/~ ; mr}. (2.30)

Multiplicando a equacao anterior por m;, e somando sobre o indice 4, de 1 a N, vem
que

N N

mi; = — il ; o mzr
SULIEE I SRETUET S| BE D
=1 j=1

Substituindo as relagoes obtidas anteriormente nos termos respectivos da Eq.(2.19
teremos

N N
o= TN TN
Tmg | M LN 2T
=1

j=1

N N N
+ E {m [r’ L E m~r'] X [i"—i g m-f']} (2.31)
M 7 M I ‘
i=1 j=1 j=1

Se explicitarmos o produto vetorial, apds algum algebrismo, teremos finalmente a expressao

para o momento angular, utilizando somente as coordenadas astrocéntricas

N N N
1 ) )
[/ = —M E mjr;- X E mjr;- -+ E mir;‘ X I';». (232)
j=1 j=1 i=1

Em termos das componentes retangulares, ficaremos com

1 [x N N N N
r_ / ] / P ! Tl 1 — o
Ly==3] Domgyy Y mzy = Y myz oyl + Y milyie = 2y = o,
j=1 j=1 j=1 j=1 i=1

1[N N N N
r_ = ! ol ! e Tttt ] A
L, = 7 g m;z; E m;a’ E m;; E 25| + E m;lzas — 2i2'5] = cy,  (2.33)
j=1 j=1 j=1 j=1 =1

1 N N N N N
e[S St~ Yo S|« S
j=1 j=1 j=1 j=1 i=1

A mesma consideracao é feita para calcular a energia cinética, e aplicamos as mesmas

substitui¢oes na Eq.(2.22)). Apds algum cédlculo, encontra-se

1 N ’ 1 & 2
vy () dSt gy
j=1 i=1

e a integral de energia é £/ =T+ U.
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2.1.4 Coordenadas de Jacobi

Na teoria de dinamica de muitos corpos, as coordenadas de Jacobi sao frequentemente
utilizadas a fim de se obter uma formulagdo matematica mais simples (Duboshin, 1969),
do ponto de vista da possibilidade de reducao do nimero de graus de liberdade. Neste
sistema, a posicao e velocidade do corpo 1 estao referenciadas a uma origem fixa no corpo
0; a partir disso, o i-ésimo corpo tem seus vetores posicao e velocidade tomados em relacao
ao centro de massa dos (i— 1)-corpos anteriores. A figura abaixo ilustra a explicacao, para

o caso de 4 corpos.

01

B,

B, m
02 2

03

ms

Figura 2.4: Sistema de 4 corpos, com os vetores posicao dados para um sistema de coordenadas de Jacobi.

O ponto B; é o baricentro de mg e my. Bs é o baricentro de mg, m, e mo.

Assim, partindo de um sistema de referéncia inercial arbitrario, tomamos g; (i = 1, 2,

..., N) como o novo conjunto de vetores posigao, definidos da seguinte maneira:

01 =T — Iy,

1
02 =Ty — —(moro + miry),
01
03 = TIs — O_—(moro + mqry + mgrg), (235)
2
1
ON =TN — (moro + miry + ... + my_1TN_1).
ON-1

onde introduzimos

k
O — E m;.
J=0
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De forma mais geral, podemos escrever

Ok = T — k-1, (2.36)

onde gy_1 é o baricentro dos (k — 1)-corpos tomados anteriormente, de tal modo que

k
OL8r — ijrj. (237)
§=0
Temos entao que
k—1
1
=T — m;r;, k=1,2,....N). 2.38
Ok k Te1 jZO Gty ( ) ( )

Algumas importantes relacoes entre as coordenadas podem ser obtidas, e sdo expostas
a seguir (Duboshin 1969).
Multiplicando a Eq.({2.38) por oj_1:

1
Or = m;(ry —1r;). 2.39
rd DLUCRY (2:39)
Da Eq.(2.37)), vem que
k k—1
Ok8k — Op—18k—1 = ijrj — ijrj = Mirg. (240)
§=0 §=0

Usando que gy = ryy1 — Qk+1, € Mk = O — 01 ha expressao anterior, apés alguns

calculos, encontraremos a relacao:

Ok—1
Ok

Tit1 — Tk = Qkt1 — Ok (k=0,1,2,...,N). (2.41)

Somando sobre o indice k, de 0 a i — 1, tem-se:

i—1

i—1 i—1 i—1
. Ok—1

E Tg+1 — E Iy = E Ok+1 — E Or =

k=0 k=0 k=0 k

o
k=1
0o 01 0i—2
=r—10=(01+02+ ...+ 0i)— 0—191—1—0—292—1‘---4‘0 19#1 =
i—1
my,
=TI, —TIg= Q; — Ok 2.42
o=0i+) o (2.42)
k=1
E possivel obter, da Eq.(2.42)),
N om
k
o =8N — Z U—lem (2.43)

k=1
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e desse resultado, seguem

N
m
ri=0;+8gn — Z U—:le (2.44)
k=i
j—1 m
k .
r—r;=0; — Qi+ Z U—ka, (7 >1). (2.45)
k=i

Particularmente, se estabelecermos o baricentro como nosso sistema de referéncia iner-
cial, entao gy = 0 nas equacoes acima.

Agora, das Egs.(2.36) e (2.40), vem que

m;0; = 0;&; — 0;8i-1, (2-46)

e ficamos com
m;r; = 0;8; — 0,—-18i—1, (2-47)
m;Q; = 0;8; — 0;8;—1- (2-48>

Da Eq.(2.48), apds exaustivo algebrismo, é possivel chegar a expressao a seguir

mM;o;—
-2 iVi—1 .9 -2 -2
mr; — ————0; = 0:8; —0;-18;_1 =
0i—1
N al m;0.
.9 Vi—1 .9 .9 .9
= g m;r; — E Q; = ONEBN — 008p-
- - 0i—1
=0 1=0

Novamente utilizando a ideia do referencial baricéntrico, vem que

N N
S i = 3 g (2.49)
=0 1=0

onde definimos a massa reduzida da formulagao de Jacobi:

fi; = 1ot (2.50)

g;

Em termos das coordenadas jacobianas, mostra-se muito complicado escrever expli-
citamente a equacao de movimento newtoniana para um corpo sob a agao gravitacional
de N massas. No Apéndice [A] apresentamos as formas analiticas dessas equagoes para o

problema de trés corpos. De maneira mais geral, temos que (Duboshin, [1969)

[ii0; = —V U, (i=1,2,...N), (2.51)
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onde U é dada pela Eq.(2.7) e, para o cdlculo do gradiente, usamos Eq.({2.45)) para rees-
crever cada A;; em termos das quantidades g;. Se definimos, em termos de coordenadas

retangulares, os vetores posi¢ao @; = (&;,m;, (i), entao o operador diferencial é dado por

0 0 . 0
=1—+] k .
vgl la&' +Ja77i * oG

O momento angular total do sistema é expressado como

(2.52)

N N
LIE mirin‘i:morQXI.'0+E mirixi'i:
1=0 i=1

N N
. Mg mg .
- M ok -k
gnN XgN+mOZ o Ok XZ o Ok +
k=1 k=1
N N o N
k ) k.
N o — Ik o Tk 9.
+Zmz <Qz - Qk) X (92 > o Qk) : (2.53)
i=1 k=1 k=1
e é possivel escrever (Duboshin, [1969))
N
L=Ls+ ) ugix o (2.54)
i=1

Em coordenadas retangulares (£, 7, (), reduzimos novamente ao referencial baricéntrico,

e ficamos com

N .
Z fii(m:Gi — Gini) = ¢4,
=1

N

Z f1:(G& — &) = ¢, (2.55)
z]:vl |

Z fii (& — mi&s) = c3.

=1

Usando a igualdade estabelecida pela Eq.(2.49)), pode-se expressar a energia cinética

do sistema.

1 1 (& &
T=-MRA+T = — R, =N 0l 2.56
2.2 Formalismo Hamiltoniano

Na segao anterior, apresentamos as integrais de energia e momento angular e as respec-
tivas equagoes de movimento para um problema de (N+1)-corpos, em diferentes sistemas

de coordenadas, utilizando somente o formalismo newtoniano. Pode-se, também, optar
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por outros tipos de formulacoes matematicas, como Lagrange e Hamilton. Neste traba-
lho, optamos pela aplicagao do formalismo hamiltoniano. Introduziremos, a seguir, alguns

conceitos importantes a esse respeito.

2.2.1 Principio de Hamilton

Seja tomado um sistema definido por n coodenadas generalizadas ¢; (i = 1, 2, ..., n).
Tem-se, em outras palavras, um sistema de n graus de liberdade.

Seja T'(q, ¢) a energia cinética desse sistema, definida como uma fungao das velocidades
generalizadas ¢; (i = 1, 2, ..., n); e U(q,t) a energia potencial do sistema, independente
das velocidades. Portanto, o sistema é conservativo. O momento generalizado conjugado

a coordenada ¢; é definido como
oT

94;’

bi = (2.57)

e o Hamiltoniano do sistema é dado por

H="M(q q.1) szqz (¢,4) +Ulg, ). (2.58)

Segundo o principio de Hamilton (Hamilton) |1834)), a agdo do sistema entre os instantes

de tempo t; e ty, definida pela integral

to n
A= / [ZPiQi - ”H,] dt, (2.59)
t Li=o

é estaciondaria perante variacoes arbitrarias das solugoes entre os estados inicial e final.
Equivalentemente, escreve-se A = 0 fttf Ldt =0, onde L = L(q,q,t) é a fungao Lagrange-
ana do sistema:

L="T(q,q) sz% . (2.60)

Aplicando as equagoes de Euler-Lagrange (Lemos, 2007; [Thornton e Marion, 2004) para

resolver o problema variacional de (2.59)), obtém-se as seguintes relagoes:

oH .A__GH
5]%'7 b= 8%"

G = (2.61)

Essas equacoes sao conhecidas como equagoes de Hamilton, ou equacoes canonicas de
movimento, e formam um conjunto de 2n equacoes diferenciais de primeira ordem. As
variaveis ¢; e p; sao denominadas varidveis canonicas, e qualquer sistema dinamico capaz

de ser caracterizado pela Eq.(2.61]) é chamado sistema hamiltoniano.
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Se o sistema for autonomo, i.e., H nao depende de t, e o potencial é tal que as forcas
generalizadas podem ser derivadas segundo f; = V,;U(¢q), entdao o Hamiltoniano equivale a

energia total do sistema.

2.2.2 'Transformacgoes Canonicas

Quando o Hamiltoniano é independente de uma ou mais varidveis canonicas, diz-se
entao que tais variaveis sao ciclicas, e a Eq. implica que as respectivas variaveis
conjugadas sao constantes de movimento. Pode-se, entao, pensar em alguma maneira
de se construir um Hamiltoniano segundo tais caracteristicas, de forma a simplificar as
equacgoes do sistema e facilitar a obtengao de uma solugao completa.

Tal procedimento é possivel através da aplicacao de uma transformacgao canonica:
trata-se de uma transformacao do conjunto de coordenadas, de maneira tal que se pre-
serve a forma canonica das equagoes, i.e., as equagoes de Hamilton continuam validas para
as novas coordenadas.

Se considerarmos uma mudanga das varidveis candnicas originais (¢;, p;) para um novo

conjunto (Q;, P;), dado em fungao do primeiro conjunto,

Qj = Qj (qvpv t)7 (262)
Pj = Pi(q,p,1), (2.63)

tal transformagcao serd dita candnica se

: oK : oK .
Qj = op; by = ~90, U =12,..n), (2.64)

para alguma nova funcao K(Q, P).

Uma das importantes aplicagoes deste conceito consiste em buscar uma transformacao
na qual o novo Hamiltoniano dependa explicitamente apenas dos novos momentos F;.
Dessa forma, as equagoes de Hamilton podem ser imediatamente integradas, uma vez que

0s novos momentos serao constantes:
po— 9%

0Q;
Q;(P) = const = Q;(t) = Qo+ Q(P)t.

0 = P; = const.

oK
op,

Q=
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Equivalentemente, pode-se dizer que a transformacao canonica preserva o Principio de

Hamiton. Assim, nas novas variaveis,

/
t]

Comparando com ({2.59)), tem-se

5/t2 [ipi(ji - iRQZ - (H - ’C)] dt = 0. (2-65)

Resolvendo a ultima equagao, encontra-se a solugao para a transformacao.

dt = 0.

Z PzQz - K(Q? Pa t)
=1

Pode-se inserir, de fato, uma diferencial exata de uma funcao arbitraria S das varidveis
consideradas, dentro do sinal de integragao, sem alterar-se o resultado. Uma vez que
as 4n variaveis ¢;, p;, @i, P; ndo sao independentes, toma-se arbitrariamente 2n variaveis

independentes para a funcao S. A partir de ([2.65)), obtém-se:

n n

dS = | pidg = >  PdQ; — (H - K)| dt. (2.66)

i=1 =1

A fungdo S é denominada fun¢ao geratriz da transformacao canénica. KEscolhendo

S =S8(q, P), da Eq.(2.66) obtém-se as equagoes da transformagao canonica das varidveis:

oS oS

bi (2.67)

A relacao entre os Hamiltonianos antes e depois da transformacao é dada por

oS
IC—H+E.

Quando S independe do tempo, entao K = H, e a transformacao é dita conservativa.

2.2.3 Teoria de Hamilton-Jacobi

A idéia principal da teoria hamiltoniana é, dado um sistema dinamico, descrito por
um Hamiltoniano especifico, por intermédio de transformacgoes canonicas operadas sobre
as variaveis de estado desse sistema, obter um novo Hamiltoniano, mais simples que o
primeiro. De maneira ideal, espera-se que a transformacgao canonica empregada seja capaz
de fornecer um novo Hamiltoniano dependente somente um dos momentos, i.e, possuindo

apenas um grau de liberdade.
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Tomemos um sistema conservativo de n graus de liberdade. Seja o Hamiltoniano H(q, p)
independente do tempo, e ¢ a transformagao canonica definida por (2.67)), i.e. ¢ : (¢,p) =
(@, P). Busca-se um Hamiltoniano transformado IC dependente somente de uma das novas

varidveis candnicas. Assim:

K(Q,P) = P. (2.68)

Tem-se, entao, um novo sistema hamiltoniano trivial. A energia desse sistema é dada por

E = Py, e a solucao geral é:

Q1 =1+ ay, P=p=F,
Qu = oy, P, =B, (L=2,3,....n). (2.69)
onde oy, f; (1 =1, 2, ..., n) s@o constantes de integracao.

Arbitrariamente, impomos que ¢ define uma transformagao conservativa, e portanto

H(q,p) = K(Q, P). (2.70)
Seja S(g, P) a fungao geratriz da transformacao. Introduzindo (2.67) em (2.70]), obtem-se
a equagao de Hamilton-Jacobi

oS
) _p-F 2.71

A equagao acima é uma equacao diferencial parcial de primeiro grau nas n variaveis in-
dependentes q¢1, qa, ..., ¢, € E é somente um parametro. A solucao de (2.71)), S, deve ser
uma funcao de 2n variaveis. Nesse caso, os valores dos P; sao tomados das respectivas
constantes de integragao ;.

Conhecida a solugao completa S(g, P), a solugao para o sistema dinamico é dada por

t+a;=Q; = —358(;;@7
_H _95(,P)
a, =Q, = 95, (2.72)

2.2.4 Movimentos Periédicos: Varidveis de Angulo-Acao

Sistemas periédicos se mostram de grande importancia em praticamente todos os ramos
da Fisica, e entre estes, destacamos a Mecanica Celeste. Problemas de dinamica envolvendo

fenomenos de ressonancia sao modelados por meio de tais sistemas.
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Um sistema cujo Hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo é chamado se-
pardvel se, para o conjunto de coordenadas generalizadas (q1, g2, ..., ¢n), €xiste uma integral

completa da equagao [2.71|independente do tempo, tal que

S(Q1,Q2, ooy Qny B1, P, -‘-7Bn> = 51(611,517ﬁ2, ~~,5n) + ..+ Sn(Qnﬂl,ﬁ% "‘7671)' (2-73)

No caso de um sistema separavel, temos que:

s
pi = D4;

= fi(gi, B1, B2, -+-s Bn)- (2.74)

A equagao anterior vem a ser projegao sobre o plano (g;, p;) do movimento que o sistema
realiza no espaco de fase.
Um sistema separavel é dito multiperidédico se a projecao do movimento sobre cada

plano (g;, p;) é tal que satisafaga uma das seguintes condigoes:

e a curva p;(q;, 5) é fechada, e ¢; oscila periodicamente entre dois limites definidos
gi1 = a; e g2 = b;. A varidvel ¢; pode ser tanto um angulo ou um uma distancia

linear, e seu movimento caracteristico é denominado libracao;

e p; ¢ uma funcao periédica de ¢;, com perido ¢;, mas g; nao é funcao periédica do

tempo. Refere-se a este caso usualmente como rotacao ou circulagao.

A dinamica de sistemas multiperidédicos pode ser abordada através das varidveis de
acao e angulo, com as quais é possivel calcular as frequéncias tipicas do movimento. Tal
advento foi introduzido originalmente por Delaunay na Astronomia.

No caso de n graus de liberdade, as variaveis de agao sao definidas da seguinte forma

1
Ji=— j{pz‘ dgi, (2.75)
2m

com as integrais extendendo-se por um periodo de libracao ou de circulacao. As agoes J;
sao identificadas como os novos momentos P; de uma dada transformacao canonica.
As variaveis canonicas conjugadas a J;, chamadas de variaveis angulares ;, sao dadas

por

98
%—aJi-

(2.76)
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2.3 Equagées de Hamilton para o problema de (N+4-1)-corpos

Nas duas subsegoes a seguir, apresentamos o problema de (N+1)-corpos na perspectiva
do formalismo de Hamilton da Mecanica. Definimos as equagoes de movimento somente

para o referencial baricéntrico.

2.3.1 Referencial Baricéntrico

Denotemos por X; (i = 0, 1, ..., N) os vetores de posi¢ao com respeito a um referencial
inercial (baricéntrico), sendo p; = m;X; os respectivos momentos (lineares) conjugados. O

Hamiltoniano do sistema fornece a energia total (2.9)), e é escrito como

Yoy y S 2

=0 j=i+1

Notamos, novamente, que H = H(X,p) é um sistema de ordem 6(N+1), ou, equiva-
lentemente, de 3(N+1) graus de liberdade.

As varidaveis X; e p; s@o canonicas, e portanto satisfazem (2.61]):

dX; jof

dp; al gm;m;

= VxH=— > A (X = X)), (2.79)
J=0g#i

Através de e , no lugar de 3(N+1) equagoes diferenciais de segunda or-
dem em X,;, como em , tém-se 6(N+1) equagoes diferenciais de primeira ordem, nas
variaveis X; e p;.

E possivel reduzir o sistema para 3N graus de liberdade, utilizando as integrais de
movimento cléssicas (leis de conservagao dos momentos, centro de massa e energia). De
outro modo, ainda pode-se reduzir o niimero de graus de liberdade para 3N adotando novas
variaveis canonicas. Explicitamos abaixo duas abordagens cléssicas para o tratamento do

problema de (N+-1)-corpos.

2.4  Variaveis Canonicas de Jacobi

Em Mecanica Celeste, ha dois conjuntos especiais de varidveis, que sao canonicas e que,
além disso, permitem que o Hamiltoniano de um sistema de (N+1)-corpos seja reduzido a

3N graus de liberdade.
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O primeiro conjunto é obtido através do conceito de transformacoes canonicas, utili-
zando as coordenadas de Jacobi.

O segundo é gerado por uma trasformagao canonica definida por Poincaré (Laskar,
1991)).

Ja conhecemos a definicao das varidveis de Jacobi. Usando a notacao estabelecida

anteriormente para as coordenadas do sistema inercial, de forma mais geral, tem-se:

E—1
1
=X, — — E X 2.80
Ok k o < mjA ( )

k
O — E m;.
J=0

A fim de completar o conjunto de vetores que descrevem a posi¢ao dos (N+1)-corpos,

definimos:
N
= — X (=0). 2.81
Qo o ;0 mjA ( ) ( )

Agora, ha que se definir os novos momentos, conjugados as coordenadas g5. O conjunto
de novos momentos é determinado de maneira tal que a condigao de canonicidade ([2.66|) seja
obedecida, i.e., Zjvzo(pjdXi — m;do;) = 0, onde 7; designa os novos momentos. Pode-se
também partir da fungao geratriz S(X, ) = Zf\io [ 0idm;. Os momentos originais podem
ser obtidos da relagao p; = Vx,S(X,m) (Ferraz-Mello et al. 2005). Calculando os N+1

momentos, teremos:

my7sy my7s mMiTN M1
P1 =7 — — — ... — —+
01 02 ON-1 ON
TMoTT3 mMoT N moTT
%) ON-1 ON
mo7Tro Mmoo mo7rs moT N
Po = — T — - — e —
ON o1 02 ON-1

Aplicando o resultado anterior na expressao para a energia cinética T, apds algum

exaustivo algebrismo, chega-se a

2 L
T = —— —= 2.83
2o T > 2 (2.83)

k=1
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onde fi; é a massa reduzida da formulagao de Jacobi definida em (2.50). O Hamiltoniano

do sistema é dado entao por
e Yoz S gmimy,
= — — — . 2.84
M= gon T o 22 A, 284

Sabemos de antemao que A;; = |X; —X;|. Mas, de (2.45]), percebe-se que A;; depende

somente dos vetores g1, 9, ..., On, isto é, gy ¢ uma coordenada ignoravel no Hamiltoniano
(portanto, ciclica). Sendo assim, 7y é constante. Temos entao:
(i) pelas equagoes de Hamilton

OH ) )
a0 0; 00 =V H p— (= const); (2.85)

Ty =
(ii) assumindo 7y = 0 (podemos fazé-lo, pois 7y é constante), a redugdo do Hamiltoni-

ano é imediata

™
"= 5 tU (2.86)
k=1 <k

Escrevemos agora o Hamiltoniano na forma H = Hy + H1, onde

N ]
Ho=> (2% - %) , (2.87)

—1 Pk
b N N gmkmj N g ﬂ Ok—1 (2 38
1__22 Ay _Z Tk N A 88)
k=1 j=k+1 J k=1

onde py = [@k|.

As funcoes Hg e H; definem um sistema de 3N graus de liberdade nas varidveis
canodnicas (g, ), k =1,2,.., N.

Nas equagoes anteriores, H, define a parte nao perturbada do Hamiltoniano, enquanto

que H; é o termo devido as perturbacoes intrinsecas do sistema.

2.5 Variaveis Canonicas de Poincaré

Na formulagao de Poincaré, as varidaveis de posicao sao dadas pelas coordenadas as-
troceéntricas do respectivo corpo, enquanto que os momentos conjugados sao os mesmos da

formulagao baricéntrica. Assim,

r, = Xz — Xo, Hl = Pi, (289)
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g = X[), HO = sz (290)

. s N N . .. ..
Partindo da condigao > ;" pidX; = > _;_, II;dr;, verifica-se a canonicidade das varidveis
(I‘i, HJ) .

Escrevendo o Hamiltoniano do sistema em termos das novas variaveis, teremos, para a

energia cinética T

N N
I —~P PP, LI
T=- E L = — 2.91
2 i—0 my; 2m0 t3 2 i—1 my; ( )

Mas pg = I1y — Zz]\il II;, e
N N
PO'po:<Ho—ZHi>-(HO—ZHi>:
N =1 v Nz:l
:H3_2ZH0'H1'+ZH¢’ZH1‘=
= —22110 H+ZH2+QZZH I,

=1 j=i+1

Finalmente, obtém-se

N N

112 I 112 I I, <~ « ,
T_§ZIE+2—W$O+ZZI%O—ZZI - +lZZ—J (2.92)

N N . .
U:_;jzi% mmj__z TZOOTJ ;J;l mmj7 (2.03)

onde Agy; = |rj| =7,

Observando as equacoes anteriores, facilmente é possivel observar a redugao do nimero
de graus de liberdade. Verifica-se, principalmente, a auséncia da variavel ry, fato que
implica Il constante, de . Das equacoes canonicas de Hamilton:

N
11 11,
U Nl (2.94)
Mo

I1y = 0; rg =
mo -
=1

Como temos ITj constante, arbitrariamente definimos o mesmo como nulo. Assim, o Hamil-

toniano H passa a ser uma func¢ao somente das 2N variaveis (ry, ro, ..., vy, II1, ITo, ... I1y).
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De fato, uma redugao para 3N graus de liberdade. (Por questao de simplicidade, voltamos
a notacdo p;, uma vez que, excluindo o indice 0, é equivalente a IT;)
Escrevemos o Hamiltoniano do sistema como H = Hy + R, tal que

[P P Gmmg] [P b
= : U ’ = ELAE e 2.95

=1

R — Al gm’bmj pi'pj 2.96
=22 B (2.96)

i=1 j=i+1
onde
mom;
wi = G(mg +m;); Bi = P (2.97)
Na denominacgao adotada, Ho vem a denotar a parte do Hamiltoniano livre de per-
turbacoes, enquanto que R se mostra como o potencial que advém das interacoes entre os
N corpos, ou seja, a parte perturbativa: o primeiro termo é referente a perturbacao direta,

e o segunda, a parte indireta.
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Capitulo 3

O Problema de 3 Corpos - Expansao do potencial

perturbador

O problema geral de 3 corpos da Mecanica Celeste consiste em determinar as posi¢oes
e velocidades ao longo do tempo de trés massas pontuais interagindo gravitacionalmente.
Seja tomada, entao, a seguinte configuracao: considere um sistema de massas pontuais my,
my e Mo, cujas posicoes sao definidas pelos respectivos vetores Rg, R; e Ry, relativos a

um referencial inercial com origem em um ponto § arbitrario, conforme apresentado na

Fig. [3.1}

Figura 3.1: Representacao grafica do Problema de Trés Corpos, referenciado em um sistema inercial
arbitrario de origem S.

Da Lei de Gravitacao de Newton, temos as aceleragoes de cada corpo, no referencial
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dado:
. R; — Ry R, — Ry ]
R, =
0 g -ml |R1 — ROF’ +m2’R2 _ R0|3_ 9
.. [ Ry — R, R, —R; |
R, = 3.1
- [ Ry—R» R, — R, |
R, —
=9 _mO|R2—Ro|3 +m1’R2—R1|3_

Em nosso estudo, utilizaremos do formalismo hamiltoniano apresentado no capitulo

anterior. Assim, o Hamiltoniano desse sistema é escrito como:

1 P; N 2P2 Z Z gmlm]’ (3.2)

2m0
=0 j5>1

onde A;; = |R;, —Rj|, e P; = mZRZ sao os momentos lineares conjugados aos vetores R,;.
O Hamiltoniano possui 9 graus de liberdade (em coordenadas retangulares, X;,Y;, Z;,
i =0, 1, 2). Sabemos que é possivel reduzir o nimero de graus de liberdade para 3(N -
1) = 6, se introduzirmos uma mudanca de referencial. Considere-se, entao, um sistema de

referéncia astrocéntrico, fixado sobre o corpo de massa mg. Nesse caso:

~R, - Ry, P, =P, - P, (3.3)

R, = R, — Ry, P, =P, - P, (3.4)

No entanto, (R}, P};) como definidos anteriormente ndo constituem um conjunto de
varidveis canonicas. Se computarmos os colchetes de Poisson [X, X i, 4,5 = 0,1,2, facil-
mente veremos que sao diferentes de zero (analogamente para [Y/, Y}’ | e [Z, Z]’]) (Lemos,
2007} Ferraz-Mello| |2007).

Dois sistemas de coordenadas candnicas aparecem como alternativas (conforme ja discutiu-
se no capitulo 2): o sistema de coordenadas astrocéntricas de Poicaré, e o sistema de co-

ordenadas de Jacobi. O estudo a seguir é desenvolvido utilizando a abordagem de Jacobi.

As relacgoes que definem as novas coordenadas sao dadas por:

g = Oa

r; = Ri1 — Ry, (3.5)
R R

ry = Ry — moRy +miRy
mo +m1

conforme esquematizado na Fig.
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}zﬂl 1
.
!

T =
?N||+IPN'_ 1 //

s

.2

/ / ‘ my

—my =
Mg+ 1

mg

Figura 3.2: Representacao grafica do sistema utilizando as coordenadas de Jacobi. O ponto CM indica a
posigao do centro de massa de mg e mq; ¥ é o angulo entre formado entre os vetores posicao no sistema
de Jacobi, 71 e 79; 7; j é o vetor de distancia entre os repectivos corpos i e j. (Figura retirada da tese de

Doutoramento de Eduardo A. Ines.)

Os respectivos momentos conjugados sao obtidos através da aplicagao da condigao

canodnica:

= PO dRO + P1 dR1 + P2 dRQ =Py dR1 — P dRO =+ Po dR2

mo m

— 0 pdRy- —p,dR
m0+m1p2 0 m0+m1p2 1

Fazendo a correspondéncia entre os termos que carregam os mesmos diferenciais de posicao,

encontraremos as expressoes finais para os momentos:

pO:()v
my my
=P, — P,=P,— ——P,, 3.6
P 0 Mo + My 2 1 o + iy 2 ( )
p; = P»

Aplicando as transformacgoes para as coordenadas de Jacobi dadas por (3.6) e (3.7)
sobre o Hamiltoniano (3.2)), obtém-se

1 mo S| m 21,
H=_—— 0 _ _
2my (pl + mo + my pg) * 2my (pl mo + m1p2 + 2me P2
_ gmomy Gmoms gmimsy

. |Ra—Re| |Ry—Ry

(3.7)
Analisando a Figl3.2] vemos que:

Ry—Ry=r;—x9=r9 + ——r9,

Ry—Ri=r;—x; =r9 — ————r],
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mi

—L — _mo
mot+ma rs € Xy r

onde definiu-se xy = — pr—

Podemos, assim, reescrever o termo de energia potencial do hamiltoniano em termos
das variaveis de Jacobi.

E possivel encarar esse problema como a superposicao de dois sistemas dinamicos de
dois corpos. O primeiro é dado pela interacao gravitacional entre as massas mg e my,
e o segundo pela interagao entre a massa ms e o centro de massa do sistema mg + m;y.

Reescrevemos o Hamiltoniano (3.2)) como

onde Hge, denota a parte kepleriana de nosso problema, i.e., a parte nao-perturbada.
Trata-se, exatamente, da superposicao dos dois problemas de dois corpos. R vem a ser o

termo originado pela perturbagao mutua entre os sistemas. Temos que:

. (mo+m1)pi  Gmemy (mo +my +ma) P35 Gma(mo +my)
HKep — - — - 5 (3.9)
mom; 2 r mo(mo +my) 2 To
H Ho

onde H; e Ho denotam os Hamiltonianos respectivos de cada ‘sistema’ de dois corpos.
Utilizando os elementos osculadores que surgem da analise do problema de dois corpos,

escrevemos
Gmomy  Gmao(mg + my)

Hicop = — - . (3.10)

2@1 2@2

Aqui, a; (i = 1,2) é o semi-eixo maior descrito pela orbita eliptica do i-ésimo corpo, em
relagdo ao centro de forga respectivo (mg para o corpo my; e o centro de massa de mg e
my para a massa ms).

A parte da perturbacao é dada por:

o gma(mo +mi1) Qm1$2 _ QmonTQ (3.11)
N |I‘2| ’1‘2 © mo+m r1|, \|I‘2 + mo+mi I‘1’/
~~ '

@ (IT)
Atendo-nos ao senso de posicionamento adotado (Jacobi), identificamos as partes do po-
tencial perturbador da seguinte maneira: (I) designa a parte direta, enquanto que (II)

vem a ser a parte indireta da perturbacgao. Definimos, respectivamente, Rp e R tais que

R =Rp+Ri.
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3.1 Expansao do termo perturbador

O potencial perturbador é uma funcao extremamente complicada. Ele nao apresenta
uma forma concisa quando o expressamos em termos de elementos orbitais, o que nos obriga
a escreve-lo em séries de poténcias. Tais séries podem vir a apresentar problemas quanto a
convergeéncia para os pontos do espago de fase. Um dos principais entraves reside no fato de
que o potencial gravitacional diverge no caso em que a distancia entre o corpo considerado
e o corpo perturbador tende a zero: neste caso, ocorre a interseccao das orbitas, e nao ha
convergencia das séries. E bem verdade que o conceito de convergéncia para as séries de
poteéncia, especialmente no caso das expansoes de Laplace, se trata de uma questao muito
mais estrita do que a ‘simples’ ndo intersecgao das dérbitas (Ferraz-Mello, |1994).

Ja mencionamos, na introducao, diversas referéncias que aparecem na literatura, apre-
sentando metodologias de expansao do termo perturbador. No prosseguimento deste tra-
balho, nos propomos a desenvolver um resultado cléssico do método de Laplace, através

de expansoes em séries de Fourier.

3.1.1 Condicao de aproximacao do par: close approach

Apresentamos, rapidamente, o critério que aplicamos para garantir que os valores to-
mados para os elementos orbitais de m; e msy nao conduzissem a configuracoes tais que
A = 0, atingindo a singularidade do potencial perturbador.

Analisando a Fig. e a expressao , percebe-se que estabelecer A > 0 implica
em se ter

~ ™ pso0 (3.12)
0

Precisamente, a equacao acima equivale a

2
9 mo 2my
ry+| ———nr | ——————r;-TIy
mo + My mg + My

Simplificamos a nossa condigao de nao-singularidade para

ol > 2 ny
r ———|r
2 mo + my !
O fator mg/(mo +my) < 1, de forma que
o r <r; <ry (313)

mo + my
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Em termos dos valores absolutos dos vetores, queremos garantir que r, > r;. Das leis
classicas de Kepler, sabemos que podemos escrever o médulo do vetor posicao de uma

orbita planetaria como:
a(l —e?)

= 3.14
" 1+ecosf’ (3:.14)

onde f é a anomalia verdadeira dessa orbita.

E facil perceber que o denominador da equagao acima varia dentro do intervalo 1 —e <
1+ecos f < 1+e. Para garantir que o dominio considerado nao inclua pontos que resultem
em A — 0, estabelecemos como critério de verifica¢ao:

az(1—e3)  ai(1—e?)

1+62 1—61

Yext = = Yint, (315)

no qual Vi € Vesr designam quantidades que aqui denominamos de parametros interno e
externo, respectivamente. A relacao (3.15) nada mais é que uma forma de garantir, ma-
tematicamente, que o periastro caracteristico da érbita externa seja maior que o apoastro
da érbita interna.

A equagao foi estabelecida como um critério simples de verificacao de possiveis
cendrios fisicos capazes de conduzir o problema ao caso (especifico) de singularidade A =
0 (ou ~ 0). Esclarecemos que os parametros i, € ey sao quantidades cineméticas,
e os argumentos utilizados para chegar a relacao foram puramente geométricos.
Na literatura, encontram-se textos que esclarecem, de maneira muito mais profunda, as
conficoes dinamicas de aproximacao de orbitas, utilizando, entre outras ideias, o conceito
das esferas de influéncia de Hill (Chebotarev, [1967).

Em (Ferraz-Mellol |1994), encontra-se um estudo mais elaborado e aprofundado acerca
dos critérios de convergéncia para a expansao de Laplace e da questao da singularidade da
parte principal A™! do potencial perturbador, problema que necessita tratar nao somente

o espaco vetorial real, mas também o dominio dos complexo C.

3.1.2 Primeira expansao em séries de Taylor: orbitas quase coplanares

Consideremos, a principio, o termo principal da parte direta do potencial perturbador,

AL

| |
- S (3.16)
A= T

Neste primeiro passo, tratamos de expandir o potencial perturbador em torno de orbitas

aproximadamente coplanares.
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Nas consideragoes abaixo, assumimos que r, > r1: significa dizer que o corpo de massa

my encontra-se numa Orbita interna, enquanto que msy estd em uma érbita externa.

| mo mo 1/2
—rl=|lrp—-—nr ) Ty ———r
mo + My ' 2 mo + My ' 2 mo + My '

9 1/2
mo 2m0
2 2
rs+|—— ) r{i——r; -1y
mo + mq mo + mq
Tomamos ry-ry = r175 cos ¥, onde 1) é o angulo entre os dois vetores, conforme mostrado

na Fig. 3.2l Definimos uma quantidade

Temos que

© = cos ) — cos(fy — b), (3.17)

onde ¢ = fi + wy e 0 = f3 + wy sdo as longitudes verdadeiras das massas m; e ma,
respectivamente; f; e w;, (i = 1,2), designam a anomalia verdadeira e a longitude do

pericentro. Reescrevemos

—1/2
1 2 mo 2 2 2m0
— =315+ |———— | r{ — ————nrira[cos(6 — 62) + O] (3.18)
A mo + my mo + My
Para o prosseguimento desse desenvolvimento tedrico, definimos as seguintes quantida-
. m _ m _ o _ = : x —1
des: m.Tlml = ¢4, mofml = g9, 6171 = 1} € 911 = 7. Agora, expandimos a funcao A

em uma série de Taylor em torno de © = 0 (isto equivale a expandir em torno de érbitas

coplanares).
% = AL — A13r17“2@ + ; A15 (F1720)? — ? A17(r1r2@)
— iE ! <r1r2@) A(2)1#r17 3.19)
onde
Aio = [F1 4+ ry — 271y cos(fy — 63)] 72 (3.20)

3.1.2.1 Termos de inclinagao

No desenvolvimento anterior, obtivemos uma expansao em Taylor em torno de © = 0,

admitindo que a inclinagao entre os corpos ¢ suficientemente baixa. Retornemos a (3.17)):

| ST )

cos ) =
T2
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Tomemos o vetor ry. Temos que ry = (x1, %1, 21), onde z1, y; e z; sdo as coordenadas
cartesianas do corpo m; com relacao a origem tomada em mg. De maneira analoga, s,
Yo € 2z sao as coordenadas cartesianas de mo, agora com respeito ao centro de massa do

binario mg + m;. Entao
T1T2 + 1Y + 2122
r1re .

cos ) =

Em termos de elementos orbitais:

T _ cos Q4 cos(wy + f1) — sin Qy sin(w; + f1) cos I4,

1

ho_ sin € cos(wy + f1) + cos Qy sin(wy + f1) cos I, (3.21)
(A

z

al = Sin(wl + fl) sin [1,

onde w; é o argumento do pericentro, §2; é a longitude do nodo ascendente e [; é a inclinacao
do plano orbital do corpo my relativo a um plano de referéncia (arbitrariamente) definido.
Analogamente, obtém-se as mesmas expressoes para Ts/To, Ya/r2 € z3/ry, com a devida
modificacao de identificacao das grandezas, com respeito a érbita externa.

Se assumimos que as inclinagoes [;, Iy das érbitas sao consideravelmente pequenas,

tomando sin I; ~ 0, 7 = 1, 2, vem que

cos ) = [cos Qy cos(f1 + wy) — sin Qg sin( f1 + wy)][cos Qs cos(fa + wy) — sin Qy sin( fo + ws)]
+([sin Q4 cos(f1 + wi) + cos Qy sin( f1 + wq)][sin Qg cos(fa + wa) + cos Qg sin( fo + wo)]

= cos(f1 + @) cos(fo + wa) + sin(f1 + @) sin(fa + w2)
Usando as definigoes de 6, e 65, segue o resultado abaixo:

cos(0y — by) = cos By cos Oy + sin 0105 = cos(f1 + w1 ) cos(fo + o)

+sin(fy + @) sin(fz + @s).

Ao constatarmos a igualdade entre as duas ultimas expressoes, percebemos como, ao
decidirmos expandir a fungao perturbadora em poténcias de © = cosy — cos(fy — 62),
estamos de fato aproximando o problema do caso coplanar (Iy, I ~ 0).

Se, por outro lado, ignoramos tal aproximacao, e definimos as seguintes quantidades

I.

s; = sin Ej’ (3.22)
L

¢j = Cos =, (3.23)
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apos longo algebrismo, chegaremos a expressao definitiva para a quantidade ©

© = 2s155¢105 co8(f1 + w1 — fo — @2 — Q1 + Qo) + (cic5 — 1) cos(f1 + w1 — fo — @)
—I—S%SE COS(f1 + wy — fg — Wy — 291 + 292) — 281826102 COS(fl + wi + f2 + w2 (324)

—Q — Qo) + A5 cos(fi + w1+ fo + e — 20) + 353 cos(fi + @i + fo — 20)

Expandir a funcao perturbadora em poténcias de © significa expandir a mesma em
poténcias das inclinacées. Nao é o foco deste trabalho prosseguir tal andlise. A expressao

(3.24) pode ser aproveitada para estudos em trés dimensoes.

3.1.3 Segunda expansao em séries de Taylor e expansao em séries de Fourier: orbitas

quase circulares

Agora, expandimos Ay %!, definido em (3.20)), em torno dos valores a; e ay definidos
para os semi-eixos maiores das Orbitas. Nesse caso, equivale a formalmente expandir Ag
em torno de drbitas quase-circulares de raios a; (ao redor da massa mg) e ay (ao redor do

baricentro de mg e my). Seja definida a quantidade

) 1/2
[=|1+¢ (E> — 252ﬂ cos(6, — 92)] = (14 2% — 2z cos(f; — 6,))Y/?, (3.25)

T2 T2

tal que Ay = rp['. Expandindo a funcao I'"#~! em uma série de Taylor em torno da

quantidade xy = esax = &, onde a = a4 /as,

1 1 d 1 1 &2 1 9
F21+1:W+% T2i+1 — ($—$0)+5@ 21 |lo=ao (T —20)" + ...

e aqui definimos Tg = T |,—py= /1 + €302 — 253 cos(6; — by).
Seja o operador diferencial

D=-—=- (3.26)

e a diferenca

Temos entao que:

1
1—\(2)2—&—1

(3.27)

~ 1 - 1 .
T2t = |:]_ + 52015D + 5(520&5>2D2 + g(@aé)?’)D?’ + :|
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Vemos que a quantidade 'y é uma fungao peridédica nas variaveis 0; e 0. Assim, a
mesma pode ser expandida em séries de senos e cossenos por meio do desenvolvimento de

Fourier. Em geral, para um dado 7, tal que 0 < v < 1, tem-se que (Laskar], 2005)

1
_ — Z (k)
(1++%—2ycosS)™* = E bM cos kS = 2 0 4 g by cos kS, (3.28)

kf—oo

onde 5" sdo os coeficientes de Laplace (Brouwer e Clemence) 1961; [Ferraz-Mello| 1983;
Laskar e Robutel, [1995), dados pela expansao da funcao periédica em uma série de Fourier

de cossenos:

1 27
b0 =~ / (149" = 2ycos )7 dS, (3:29)
0
1 [% cos kS
(k) B
b (y) = — /0 ( 12— 2 o5 ds (3.30)

Assim, ficamos com
1 1
21— 5 (21+1 (@) + Zb pit1)/2(@) cos(j(61 — 62)), (3.31)
0

e a expansao resultante completa é dada por

> 62045 1
F2z+1 Z (2 (2i+1)/2(@) + Z b (it 1)/2(@) cos(j(0r — 92))) (3.32)

n=0

Aplicando a expansao binomial sobre a quantidade d, vem que

=) L0 G E)

—~

3.33)

onde

é o coeficiente binomial.

3.1.4 Coeficientes de Laplace

Os coeficientes de Laplace bgk)(a) sao introduzidos naturalmente como os coeficientes

da série de Laurent (Laskar e Robutel, [1995)

(1—az)*(1—az")= = % S 40 (a)* (3.34)
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Anteriormente, os mesmos foram definidos como os coeficientes resultantes de uma ex-
pansdo em séries de Fourier de uma fungao geratriz especifica (equagoes (3.29) e (3.30)).
Além dessas expressoes, os coeficientes de Laplace também podem ser relacionados a func¢ao

hipergeométrica de Gauss (Laskar e Robutel, [1995; |Siili et al., [2004):

%bgk)(oz) _s(s+ 1)15;94— k— 1)ak "
s(s+k) o s(s+1)(s+k)(s+k+1) , B
“MimErn® 2k Dhv) ¢ T T
s(s+1)..(s+k—1)

— x o"F(s,s +k,k+1;02),

F(a,b,c; z) designa a funcao hipergeométrica de argumento z. Para |z| < 1, ela é definida

pela série de poténcias

F(a,b,c; 2) Z Inl (3.35)

n=0 n

onde (q),, é o simbolo de Pochhammer, dado por

q(g+1)..(¢g+n—1) n>0

Em (Laskar, 2005), é possivel encontrar expressoes para os coeficientes generalizados

de Laplace b&’i? (), dados, em termos da fungao hipergeométrica, por

—_

1)... k—1
ngﬁ?(@) _ss+1) IS i )akF(T, s+k,k+1;0% para k >0, (3.36)

e b (a) = b F

T Ty

)(a) para k < 0. (3.37)

Destacamos ainda uma importante propriedade desses coeficientes: b (—a) = (—1)kb§k) (o)
(Laskar, [2005]).

(Stuli et al., |2004) mostra que é possivel encontrar uma férmula explicita para os coefi-
cientes de Laplace e suas derivadas. Sejam A; e B; as seguintes quantidades:

;

L j=0,
A= ‘ (3.38)
\ w’ j>0;
(
1, 1 =0,
B, = _ (3.39)
i (s+k) (s +k) i>0
S § HETCR DR '
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Entao, pode-se escrever:

DO | —

b9 (o) = Ao Z Bia* (3.40)
i=0

Derivando a equacgao anterior em relagao a «, obtém-se a expressao analitica para a

n-ésima derivada dos coeficientes de Laplace:

dr 1. . ARy .
z — Ao G B % A1
d&n2bi(a) j ;Cz i, (3 )
onde
. -1
o =TJ@i+j—k) (3.42)

k=0

Abaixo, algumas relagoes tteis entre os coeficientes de Laplace e suas derivadas (Laskar

e Robutel, 1995; Murray e Dermott, 2000):

o = b, (3.43)
DY) = s(by" - 2000, +05Y), (3.44)
DY) = (D 1YY — 20D 1Y),

+D IR —2(n —1)D" ), (3.45)

onde n > 2 na ultima expressao, e D = d/da é um operador diferencial.

3.1.5 Aproximacao de ¢rbitas coplanares

Até aqui, em nosso estudo, realizamos a primeira expansao de A~! em séries de Taylor
na variavel ©, considerando uma relacao entre esta variavel e as pequenas inclinacoes dos
planos orbitais das massas m; e msy. Essa dependéncia em O esta explicita no termo da
somatoria de .

Partiremos para uma particularizagao no tratamento do problema, assumindo a con-
figuragdo na qual os corpos encontram-se em O6rbitas coplanares: © = 0, e portanto
YV=0—0=fi— fo+Aw, Aw = w; — ws.

Neste sentido, facilmente verifica-se que os termos para os quais ¢ > 0 anulam-se em
, restando somente o termo ¢ = 0. Aplicando , considerando agora as érbitas

coplanares, a expansao do termo de distancia mutua entre as massas m; e msy fica dada
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por:

Agora, reescrevemos
cos j1) = l[eijw + e—iw]’
2
onde i = /—1 é a unidade imaginéria.
Langamos mao das expansao cldssica de Fourier para o problema de dois corpos (Ferraz-

Mello et al., 2006)):
rNY . > .
o imf — X’Y,m lkM. 4
(a) e k:z_:oo LMe (3.47)

As quantidades X, sao os coeficientes de Hansen, funcoes da excentricidade do corpo or-
bitante. Na equagao acima, M designa a anomalia média. A mudanca f — — f transforma
M — —M, de maneira tal que vale a relagao X" = X'™.

Facilmente é possivel chegar as seguintes igualdades:

n—k k—n—1
o 2 (- oA _ X (o) X1 \
(al) (az) © Z Z (e2) (3.48)

q1=—00 q2=—

% ei(Q1M1+Q2M2+jAw)

n—k k—n—1
E Q 71](f1*f2+Aw — X’I’L k ] Xk} n—1,7 3 49
() () e >y o119

q1=—0 @2=—0
w el(@1 M1+ Mz—jAw)

Considerando somente o somatério em j na expansao de (3.46)), e tomando a parte real,
tem-se

_Zb1/2 [ZZX” () X1 (eg) cos(qu My + o M + jAw)

q1 Qg2

+ZZX” k, J Xk n l’j(€2)COS( 3M3+q4M4—jAw) .

g3 g4

(3.50)

Agora, a primeira parcela da parte direta do potencial perturbador é proporcional a

ry ' (verifique (3.11))), a qual, em termos dos coeficientes de Hansen, pode ser escrita como:

11 [r\ ! > Lo :
e _ E XL igoMa __
Ty ap (az) o (e2)e

g2=—00

1+ Z X O(ey) cos q2M2] (3.51)
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Finalmente, temos a expansao completa para a parte direta:

o n oo k
Rp = gms (mog+mq) | 1+ Z X 1o (€2) cos g My | —my Z ! <Z>
Qo q2—1 n=0 k=0 j= G
G (L) (55 et S eestat b 03
; . 9) cos(q1 My + g2 My (3.52)
g1=—00 q2=—00

+jAw) + Z Z Xo k, I X’“ "1 (ey) cos(qz My + qu My —jAw)) Dblj/)2]

q3=—00 q4=—00
3.1.6 Coeficientes de Hansen

Os coeficientes de Hansen ((Cefolal [1977)) sdo uma importante classe de fungoes, frequen-
temente utilizadas nos ambitos da Mecanica Celeste. Sao definidos como os coeficientes de

Fourier (Laskar], 2005)
(5) e = Z X[ (e)etM, (3.53)

onde n,m e k sao inteiros positivos ou negativos, r ¢ o mddulo do raio vetor, a é o
semi-eixo maior, e é a excentricidade, f a anomalia verdadeira e M a anomalia média.
Individualmente, tais coeficientes sdo dados pela integral (Hughes, |1981)

X" (e) = % /27r (g)ncos(mf — kM)dM. (3.54)

Particularmente, para k = 0, X;"™(e) reduz-se a expressoes polinomiais em e, 1/e,
V1—e?el/y/1—e2 Alguns resultados importantes da literatura (Laskar e Boué, 2010)),

utilizados na implementagao de nosso modelo, sao apresentados a seguir.

Vi1
X, =1, Xy =Y e—s (3.55)
(&

e, paran >2,2<m<n

[(n=2-m)/2]

—n,m 1 (n — 2)' e\ m+2l
L — — )
0 (1 — e2)n=3/2 lz; Nm+Dl(n—2—m—2l)! (2) ’ (3:56)

X, "™ =0, n>2 m>n-—1. (3.57)

Paran>0e0<m<n:

m)' [n+1—m]/2

nm _ m(n+1+ (n+1—m)! e\ m+2l
X = ; (m + )l(n+ 1 —m — 21)! (3) (3.58)
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Nas expressoes anteriores, [x]| designa a parte inteira de x.

As férmulas (3.55)), (3.56), (3.57)) e (3.58) sao de grande importancia neste trabalho:

todas foram implementadas em nosso modelo, a fim de se computar os coeficientes X"
m>0)e X, ™ (n>2),0<m<n.

Além das expressoes apresentadas anteriormente, encontramos na literatura outras for-
mas de computagao dos coeficientes de Hansen. Apresentamos a seguir duas metodologias
que foram estudadas durante nossas atividades.

(Breiter et all 2004)) apresentam as seguintes expressoes recursivas:

Xp" = o [(n+ 1= m) X" — (4 14 m) X" (3.59)
m
n,m 2TL+]_ n—1,m n2_j2 2 v n—2,m
X b — ? e — ’ 3.60
0 —n—l— 1o n(n + 1)77 0 ) ( )

onde n = v/1 — e2. Neste caso, ndo ha restri¢oes quanto aos valores do indice m. Toma-se

como valores iniciais

1 3
Xo'=1 XU=l4ge Xy'=—fe  X{U=141e

Fora do arcabouco de fungoes analiticas, pode-se também recorrer ao métodos numéricos
de integracao. Para tanto, ao invés do calculo direto da integral (3.54]), é possivel utilizar
as fungoes de Cayley (Cayley, |1861; Ferraz-Mello, |2015)), definidas como

1 2 n
EM(e) = —/ (2) cos[sf + (r —s)M]|dM. (3.61)
’ 2m Jo r
Se fazemos r — s = k, reescreve-se (3.61)) como Eg;)f - Facilmente, vé-se que as funcoes
de Cayley conectam-se com os coeficientes de Hansen através da relagao ET(: )m_ =X

A integral ¢é feita sobre a anomalia média. Dentro dessas solugoes aparecem
expansoes em séries de Taylor da solucao da equagao de Kepler. Para evitar integragoes que
trabalhem resolvendo essa equagao, o que é numericamente dispendioso, pode-se integrar
sobre as anomalias verdadeiras, via a expressao cldssica r?df = a?v/1 — e2dM (da Silval

Fernandes, (1996; Ferraz-Mello| 2013)), e escreve-se

P (9)"_2cos[sf—kM]df. (3.62)

s,s—k =
2 Jo r
A razdo a/r pode, entdo, ser expressada em termos da anomalia verdadeira, através da

equagao que define a elipse
a(l—e?)

= —> 3.63
" 1+ ecosf ( )
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Escrevendo a anomalia média em funcao da anomalia excétrica u, fica-se com
M =u — esinu, (3.64)

que nada mais é que a equacdo de Kepler. Por fim, a anomalia excéntrica pode ser escrita

como fun¢ao da anomalia verdadeira (Murray e Dermott, [2000) como

tan (g) - \/Etan (g) . (3.65)

A expressao final para os coeficientes de Hansen serd uma funcao da excentricidade e da

anomalia verdadeira

1 1

X6) = g | (1 eeos ! eoslmf — kM)A, (3.66)

A equacao acima pode ser utilizada no desenvolvimentos dos métodos numéricos para
integragao (Press et al., [1993).

Outros trabalhos importantes, e que também foram estudados ao longo do desenvol-
vimento de nosso modelo, sdo encontrados em (Izsak et al. [1964; Giacaglial |1987; Bra-
nham), |1990; Laskar, 2005; Sadov}, |2008). Neles, sdo apresentadas metodologias analiticas
e relagoes recursivas.

Para a computagao de X", quando k > 0, utilizamos o método de von Zeipel-Andoyer
(VZA) (Izsak et al.,|1964}; |Cherniackl (1972; Hughes, 1981} [Murray e Dermott} 2000), o qual

expressa os coeficientes de Hansen como fungoes dadas pela seguinte relacao

o+e.otx

X]:,,m _ 6\mfk:| Z ymm 620'7 (367)
o=0

onde ¢ = max(0,k —m) e yx = max(0,m — k). As quantidades Yc‘ff sao denominados

operadores de Newcomb (Chebotarev, |1967; Murray e Dermott, [2000)).

3.1.6.1 Derivadas dX,"™ /de

Desenvolver as equacoes de movimento do sistema pressupoe resolver as equagoes .
Para tanto, é necessario determinar as respectivas derivadas parciais do Hamiltoniano, em
relacao as variaveis independentes do problema.

Tendo isto em mente, apresentamos abaixo as expressoes utilizadas para as derivadas

dos coeficientes de Hansen.
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As derivadas dX;"/de foram calculadas diretamente das expressoes (3.55)) e (3.56)),

obtendo
[(n—2—m)/2]

d 3 2e e\ m+2
Ayonm (i 3) 2 o (9)

[(n—2-m)/2]
1 e\ m+2l-1
— Y fumm 2 <_> , 3.68
2(1 — e2)n-3/2 2 Jogam(m +21) 5 (3.68)
n>2e
[(n+1—m)/2]

d (n+1+m)! e\ mt2-1
— X" = (1) nlm 21 (—) , 3.69
X = il +21) (& (3.69)

onde fnim € gnim designam os coeficientes de fatoriais que aparecem nas respectivas
expressoes, e em ambas as equagoes, 0 < m < n.

Analogamente, derivando diretamente de (3.67)), obtem-se

)
> Qo+ [k —m|)Y e see=0e|k—m|=0;

_Xk - 6‘kim| 220:1(20- + |k - m|>YanJ’rTa+ue2o (370)

+|k — m|Ymelk—ml—1 nos demais casos.

Na férmula acima, ¢ =max(0,k — m) e v =max(0,m — k).

3.1.7 Operadores de Newcomb

A dependéncia em excentricidades dos coeficientes de Hansen X,"™, k > 0, pode ser
explicitada em uma série de poténcias, com o auxilio dos operadores de Newcomb Yc‘fc’lb,
onde a, b, c e d sao valores inteiros.

Estes tltimos, por sua vez, podem ser calculados recursivamente (Hughes, 1981)), utili-

zando as seguintes equacgoes

Yol =1, (3.71)
nﬁ:b—g, (3.72)
para d = 0,
AeYy =2(2b — a) YN + (b — @)Y (3.73)
e, para d # 0,

4dYS) = =220+ )Y = (0 +a)Y S — (e =5d +4+4b+a)Y

+2(c—d+b)Y (1) (3/, 2> ve (3.74)

i>2 J
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. 1L ~ b , .

Ao utilizar-se as duas ultimas equagoes, nota-se que Y.’ = 0 sempre que ¢ ou d ¢é negativo.
/ . ~ ~ b —b /

Além disso, se d > ¢, entdo vale a relagao Y7 = Y;" " Isto advém do fato de que

ab a,—b
Xob = xot,

3.2 Desenvolvimento do termo indireto

Na equacao (3.11)), voltamos nossa atencao para a parte (II), o termo indireto do
potencial perturbador. Fundamentalmente, trata-se de expandir a funcao

1 1 1 —1/2
— {1 +e¢ (E> + 2&?1E cos 1/1} : (3.75)
) T2

702 \/7"2 (e171)2 + 2e17175 COS w )

Em suma, o que fazemos é aplicar a mesma metodologia utilizada na expansao da
parte direta: expansao em séries de Taylor em torno de 6rbitas quase-circulares, seguida de
expansao em séries de cossenos de Fourier, a qual nos conduzira novamente aos coeficientes

de Laplace.
1/2
Chamaremos x a quantidade [1 + &2 ( ) +2e1 7t L cos w} , Yy =¢e1(r1/re) e yo = 1.
A expansao fica:

(e100)* D" + ] L (3.76)

1
§)*D"
(e1000) + a0 "

|:]_ + 510(5D + — 2'

X

onde § é mesma quantidade que havia sido definida para a parte direta, o/ = ejar, D' =
d/dd’, e xo = [1 4 o/? + 2/ cos ]'/2.
Novamente, temos uma funcao periédica em v, e pode-se expandir em séries de Fourier.

Fazemos a seguinte mudanca de varidavel: o = —a/. Assim:

Yo =1+ a” — 2" cosp.

Agora, utilizando a propriedade dos coeficientes de Laplace (Laskar, 2005) que garante

que bgk)(—a) — (=1)kb{" (), tem-se
A _b1/2 o) + Zbl/g ) cos jip = —b1/2 )+ Z 1/2 a') cos ji (3.77)
7=1

e assim,

i :i - (—n1!>’“ (’Z) (e10)" (%)n_k (;—z)k_nz)'" [%b%(a’) (3.78)
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Utilizando os resultados deduzidos para a parte direta, obtemos a expressao completa

para a expansao da parte indireta

Ry Py S () () (30 e

n=0 k=0 j=0 q1=—00 q2=—00

XX;;nfl,fj(QQ) COS(QlMl + q2M2 + ]Aw Z Z Xn k, j Xk n—1,j (€2)

g3=—00 g4=—00

x cos(qs My + qu My — jAw)) D’”blj/)Q( . (3.79)

3.3 Longitudes médias

E preferivel, ao invés das anomalias médias M;, trabalhar com as longitudes médias \; =
M;+w;,1 = 1,2. Dessa maneira, o potencial perturbador é dado em fungao de argumentos
que contém somente longitudes, o que significa que todos os angulos sao tomados em relacao

a mesma direcao fixa. Assim:
cos( My — oMy + jAw) = cos(qi M — oA — o1 — @2 + jAW),

COS(QIMI — qo My — jAw) = COS(Ql)q — 2A2 — 1T — QT2 — jAw).

Seja ¢ o argumento do cosseno que aparece na funcao do potencial perturbador, e que

possui a forma geral
¢ = g1 A1+ gaAe + g3w@1 + gawa + g5 + g6l (3.80)

A condigao sobre os coeficientes g; implica que seja satisfeita a seguinte relagao

6
> gi=0. (3.81)
=1

A igualdade anterior é elementar no tratamento das expansoes do potencial perturba-
dor, se tratando de uma particularidade conhecida como propriedade de d’Alembert (ou

caracteristica de d’Alembert) (Murray e Dermott, 2000; Ferraz-Mello, 2007)).
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Capitulo 4

Dinamica da Ressonancia

A fim de aplicarmos o formalismo hamiltoniano e os métodos da teoria candnica de
perturbagoes no estudo de nosso problema, introduzimos os pares conjugados das variaveis
de angulo-agao, obtidos da solucao da equacao de Hamilton-Jacobi para o problema de 2

corpos (caso planar) (Ferraz-Mello, [2007; Beaugé et al., |2007)

mom;

M, Li = ————/G(mo+mi)a; = Biv/ar;

mo + my

ma(mgo + my)
M, Ly = G(mo + my + ma)as = Por/l2as;
2 2 m0+m1+m2\/ ( 0 1 2)2 52 Haasg

w1, G1 :L”/l—e%; (41)
w3y, GQZLQ\/l—B%.

As expressoes das agoes sao também chamadas varidveis modificadas de Delaunay.

Pode-se mostrar que tal conjunto é obtido via transformacao canonica das variaveis de
Delaunay originais, tomadas para um sistema de referéncia que utiliza variaveis de Jacobi
(Beaugé et al., [2007).

Como optamos por trabalhar utilizando somente varidveis angulares de longitude (ao
invés das anomalias) aplicamos uma transformagao canonica, de maneira tal a obter novas

variaveis de angulo-acao:

i L; = 51'\//%@17 (4-2)

i=1,2.

Reescrevendo o termo kepleriano Hg, em termos dessas varidveis, teremos

2
Kep 22 22 212 '

(2
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De maneira analoga, pode-se reescrever a parte do potencial perturbador como uma
funcao R = R(L;, Gi; \i, ;) = Rp + Ry. Assim, inicialmente, temos um problema de
quatro graus de liberdade: os quatro angulos \;,\y, @y e ws. O espacgo de fases, dado pelas
variaveis de angulo e o respectivo momento conjugado, possui portanto oito dimensoes.

Com o intuito de investigar as contribuicoes de longo periodo para a evolucao dinamica
do sistema, i.e., 0 movimento nos regimes secular e ressonante, os termos de curto periodo
(da ordem dos periodos orbitais) foram removidos de R, tomando-se a média aritmética
da perturbagao sobre os angulos rapidos A\; e Ag. Na pratica, essa média foi tomada
via inspecao visual, através da eliminacao das contribui¢oes ao Hamiltoniano advindas
de termos cujos argumentos dependessem das longitudes médias \;. Na literatura, tal
metodologia é comumente conhecida como “tesoura”, uma vez que, de fato, “cortam-se”os
termos de curto-periodo do Hamiltoniano.

Na teoria canonica de perturbacoes, verifica-se que o método de “tesoura” coincide com
a chamada média em primeira ordem em massa da teoria de séries de Lie (Ferraz-Mello,
2007)).

Tomemos a parte direta do potencial perturbador. Separando as contribuicoes de dife-

rentes regimes, é possivel escrever:

° RSGC) - parte secular, em geral dada por termos que nao possuem argumentos

periodicos;

! , . . .
° jop ) parte que contém argumentos de longo periodo. Consideramos aqui os termos
que surgem apoés tomar-se a média sobre os angulos réapidos Ajels, excluindo as

combinagoes criticas que caracterizam os casos ressonantes;

° Rgp ). parte que contém termos de curto periodo em Rp. Trata-se do conjunto de
todos os termos periédicos dependentes de ao menos um dos angulos réapidos (A1, Aa),
e que nao constituem as combinagoes criticas. Como temos que \; = n;t + 79, onde
n; ¢ o movimento médio e 7p; uma constante inicial, vemos que esses angulos variam
muito rapidamente, com periodos que sao da ordem dos periodos orbitais 77 = 27/n4
e Ty = 2m/ny, e por esse mtoivo, fala-se em angulos rapidos ou angulos de curto-
periodo (curto, quando comparados aos periodos que caracterizam os demais modos

de movimento tipicos do sistema);
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k ’y . « s s .
° Rg)) - parte critica, na qual temos o conjunto de termos periédicos cujos argumen-
tos apresentam as combinacgoes criticas dos angulos rapidos, e que determinam as

ressonancias.

As combinagoes criticas que podem aparecer nos argumentos da perturbacao sao dadas
na forma (p + ¢)A\a — pA1, e sdo tais que dao origem aos pequenos divisores, quantidades
definidas nominalmente pela rela¢ao (p + q)ns — pny ~ 0. Os termos da pertubagao que
podem gerar tais fatores sao separados, constituindo, portanto, o que denominamos de
parte critica.

A média tomada sobre os angulos de curto periodo fornece

1

27 27
R L gUp) = / / Rpd d)s. 4.5
I (2m)2 Jo 0 P (4.5)

Por simples inspecao visual, eliminamos as contribuicoes advindas dos termos de curto
periodo, e separamos os termos criticos e termos seculares e de longo-periodo. Os termos
nos quais o argumento depende somente de Aw, ou que apresentem a combinacao critica

mencionada, saem como constantes em [4.5]

4.1 'Termos seculares

Incluimos nessa parte os termos que advem das contribuicoes de longo periodo, junta-
mente com os termos que sao tomados como constantes dentro do processo de integracao
. Na parte secular, os argumentos do potencial perturbador nao dependem das longi-
tudes médias. Ao calcular , facilmente verifica-se que os termos periddicos de (|3.52)
anulam-se na integracao, com excessao aqueles caracterizados por longos periodos. Sao os

termos para os quais ¢; = 0 (i = 1,2, 3,4) na equagao (3.52)). Assim sendo,

R = 2 g o) = 3035 (V) (1 o) 50

xXé“*"*l’j(eg)D”b%)z(&) cosjAw}. (4.6)

Analogamente, a parte indireta secular fica

n

sec ngmQ =
)
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Nas equagoes acima, vemos que a parte secular é reduzida a um problema unidimensi-
onal, tendo por grau de liberdade a variavel Aw = w; — wy. Em geral, 7 = 0 define o que
chamamos, na se¢ao anterior, de parte secular; para j > 0, tem-se a parte com argumentos

de longo periodo.

4.2 'Termos ressonantes

No estudo das contribuicoes de longo periodo do movimento do sistema, tomamos
a média do Hamiltoniano sobre as duas longitudes médias A; e 3. Esse procedimento
nao é valido quando os corpos se movimentam com oérbitas de periodos comensuraveis
(ou muito préximas de uma dada comensurabilidade). Neste caso, A; e Ay ndo sdo mais
independentes, valendo a relagao

— o~ (4.8)
onde p e ¢ sao valores inteiros positivos. Sabemos que a média sobre as longitudes ira eli-
minar todos os termos cujo argumento depende de ao menos uma das longitudes, inclusive
aqueles dentro do que denominamos combinagdo critica: (p + q)A2 — pA1. A comensura-
bilidade dos periodos orbitais é denominada ressonancia de movimentos médios (MMR -
Mean Motion Resonance) (Michtchenko e Ferraz-Mello| 2001; Michtchenko et al., 2008a;
Alves et al., 2016; |Callegari et al., 2004)). A integracao das equagoes de movimento dos
termos ressonantes (criticos) do Hamiltoniano introduzem nas solugoes do problema os
chamados pequenos divisores (Ferraz-Mello, 2007), da forma pn; — (p + ¢)ns ~ 0, os quais
sao responsaveis por causar a divergéncia das solugoes.

A ressonancia é nominalmente caracterizada pelos valores inteiros p e ¢. Mais especifi-
camente, ¢ denota a ordem da ressonancia. No desenvolvimento a seguir, apresentamos as
expressoes buscando a generalizacao do fénomeno, ou seja, deixamos a ordem livre, com
os resultados dados em termos de p e q.

No fenomeno de ressonancia, espera-se encontrar argumentos do potencial perturbador
da forma genérica ® = (p + ¢)A\2 — pA1 — gwy — hwy, de tal forma que, satisfazendo a

propriedade de d’Alembert,
p+q—p—9g—h=0=g9g+h=q.

Analisando as expressoes gerais do potencial perturbador, (3.52) e (3.79)), percebe-se

que os termos ressonantes aparecem para as combinagoes criticas ¢; = +p e ¢ = F(p +
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q). Ao abrirmos as somatorias em ¢;, considerando somente as combinagoes ressonantes,

teremos:

X5 (e0) X,y ™ (e2) cos[(p + @)ha — pAa + pen — (p + @)wa + jAm] + X (e1)
xXﬁ;fq_l’_](eg) cos[pA1 — (p+ @) Ao — pwy + (p+ @)w2 + jJA®] + Xf_k’_j(el)X;erq" M (eg)
x cos|(p + q)A2 — pA1 + p@1 — (p+ Q)@ — jAD] + XpF (e1) X5, 1 (e2) cos|(p + q) o
—pA1 + pw — (p+ @)@z + jAD]

Usamos da propriedade de simetria dos coeficientes de Hansen, segundo a qual X" =

X7 juntamente com a paridade da funcao cosseno. E possivel chegar a seguinte ex-
k 9 b1

pressao, mais contraida, para as combinacoes ressonantes:

2(X™ M () XE "M (e2) cos[(p + @) A2 — pMi + pwon — (p+ Q)we + jAw]  (4.9)

FXIM () X ™M (e2) cos[(p + @) Ae — A+ pon — (p + @)z — jAT)).

Finalmente, as partes ressonantes direta e indireta do potencial perturbador sao apre-

sentadas abaixo:

gm1m2 =

R DI S ([ [X;’w(enxm ea)cosl(p + )2 —

a n!
2 =0 k=0

+pw1 — (p+ )] Dby (& +Z(X” S (e) X5, (e2) cos[(p + @)he — ph

+pwr — (p+ @) + jAw] + X~ k’”(el)X§+q (62) cos[(p+ q) A2 — pA; (4.10)

+pwr — (p+ @)ws — jAw])D"bg/)z( )}

res gm m SR —1 i n n n— n—
Rg ) = — 02 2 Z ( ) (]{;) <€1CY) |:Xp k’o(el)X;qu ’ (62) COS[(p + Q))\Q _p)\l

a i n!
s~ (p+ =l D) + 3 (1) (Xf; (e X5 ex) cosl(p + @)Ae — pAy
+pwy — (p+ q)w2 + jAw] + X”_k’j(el)X;“;:*l’j(eg) cos[(p+ q) A2 — pA1 (4.11)
by = -+ )~ 8] ) D0 )|

4.2.1 Harmonicos ressonantes

E facil enxergar que a combinacao critica geradora da ressonancia, e que da origem

aos pequenos divisores, ainda existe dentro do conjunto de seus multiplos inteiros. Isto
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é: se pny — (p+ q)ny ~ 0 entdo Npny — (p+ q)no] =~ 0, N = 1,2,3,...; e tais muiltiplos
dos pequenos divisores sdo gerados pelos miltiplos da combinacao critica, N[(p + q)Ay —
pA1]. Denominaremos harmonicos ressonantes de ordem N tais estruturas do argumento
perturbador. Neste trabalho, mostraremos a necessidade de leva-los em consideragao ao
se computar o Hamiltoniano.

Uma vez que a regra de d’Alembert deve continuar sendo satisfeita, o argumento com-

pleto da parte ressonante é reescrito como:
©=N[p+ I —pM +pw1 — (p+ Q)wa] £ jAw. (4.12)

O fator N ¢é adicionado a expressao ressonante do potencial perturbador como um
somatorio que age sobre os argumentos dos cossenos e sobre os indices inferiores dos coefi-
cientes de Hansen (indicando, de fato, a influéncia dos harmonicos sobre as poténcias das
excentricidades). Assim, por exemplo, a parte direta é reescrita como:

®© 1k
R = e ZZ%(Z)<eza>"lxxp’“’°<el>x’“ b (@) (413)

n=0 k=0 N=1

x cos(N[(p + @)z — pA1 + pwr — (p + Q)wﬂ)Dnbg% (@) + Z (XﬁJ_V];j(el)XkN?pig)(@)

j=1
x cos(N[(p + @) As — pA1 + pmn — (p + )] + jAD) + X3, (1) Xy 17 (€2)
x cos(N[(p + ¢)A2 — pAi + pww1 — (p + q)wa] — JAW)> Db, (@ )]

e analogamente obtém-se a parte indireta contendo os termos harmonicos.

4.3 Estudo tedrico da dinamica

Para a caracterizagao qualitativa da dinamica do problema, definimos o seguinte con-

junto de variaveis canonicas

A1, Ji = Ly + (K + Ky);

Mg, Jy = Lo — (1 +1)(Ky + Kb);
(14+7r)A — 1A\ — w1 = 07, K, =1L -Gy (4.14)
(1+7)Ay — 1A — @y = 09, Ky = Ly — Go,

onde r = p/q; 01 e 03 sao comumente conhecidos como dngulos ressonantes ou dangulos

criticos. Introduzindo tais angulos, os argumentos genéricos do potencial perturbador
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ressonante (p + q)As — pA1 + pwy — (p+ q)ws £ jAw sdo reescritos como (p+ q)oy + ((p +
q) £ j)Aw.

Redefinindo os argumentos ressonantes, em termos das novas quantidades, fica-se com

wo = qo1 + (p+ q)Aw, (4.15)
o) = Nqgoy + [N(p + q) + j]Aw, (4.16)
¢y = Ngoy + [N(p+ q) — j]Aw, (4.17)

€ reescrevernos a parte ressonante como

res gm = S —1 F n n
R(res) — _ a;Z Z ( n!) f « [Imk’N(Oé,61,62381,52)003]\[900 (4.18)

n=0 k=0 N=1

n

[e.e]

+Z< k5 (0 61’62’81’€2>C05@§)+~7nkNg(04 €1,€2;€1,€2) Cosgpgj))},

1 2) ~ o , ~
onde Z, i v, jrf,g N € jrfy,;j sao funcoes dos elementos orbitais, através dos operadores D

e D' e dos coeficientes de Hansen, e sdo dadas em termos dos indices n, k, N e j, e dos

parametros €1 e €9, através das seguintes equagoes:

Lok = Xi " (en) X e2) [mucy D00, (@) + most D", (o) (4.19)

1 n—k,j n—1, n n
Ty = XU () XA (e2) | mues DHE, (&) + (1) moct D"b)(a) | (4.20)

2 n—k,j k—n—1,7 n n
Ty = Xig e XN (e2) [musg DU, (@) + (—1)most Dby ()| (4.21)
Notamos que o Hamiltoniano, escrito em termos das varidaveis de ressonancia, nao

dependera explicitamente dos angulos de curto periodo A\; e Ay. Consequentemente, as

acoes conjugadas a esses angulos sao integrais de movimento do sistema:

J1 = L1 + T’(Kl + KQ) = COTLSt,

Jo =Ly — (1 —r)(K; + K;) = const. (4.22)
A combinagao linear dessas duas integrais resulta ainda em uma constante
(L4+7r)Ly+7rLy = (1+7)Jy +7Jy = K = const. (4.23)

denominada parametro de espagcamento (Michtchenko e Ferraz-Mello, 2001} [Michtchenko

et al., 2008a; Alves et al., 2016)). K é uma integral de movimento do sistema ressonante:
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implica no fato de os semi-eixos maiores a; e as oscilarem em anti-fase, e com amplitudes
que sao inversamente proporcionais as massas dos corpos orbitantes.

Além disso, temos também que
Ji+ Jy =G+ Gy = AM = const, (4.24)

que é o momento angular total do sistema, também uma integral de movimento.

Quando eliminamos os angulos de curto periodo, e escrevemos o potencial perturba-
dor em termos dos angulos criticos, percebemos que, de um problema inicial de quatro
graus de liberdade (A1, A2, @ e w2), reduziu-se o sistema a somente dois graus, com os
outros dois graus vinculados através das integrais K e AM. Isso implica que a estrutura
do espaco de fases é definida, entdo, por dois angulos conjugados a duas agoes (espago

quadridimensional).

4.3.1 Evolugao temporal dos elementos

A invariancia de IC e de AM tem importantes consequéncias sobre a evolugao orbital
do sistema. J& mencionamos que, apds processar-se a média, no conjunto de variaveis
(L1, Ly, G1,Gs) (ou de elementos (aq,as,e1,€2)), somente duas sdo independentes, e o
problema ressonante planar possui assim dois graus de liberdade, com dois modos de
movimento caracteristicos. Um deles é definido como modo secular, e estd associado ao
angulo secular Aww (Michtchenko e Ferraz-Mello, |2001)).

O outro vem a ser o modo ressonante, caracterizado pela libracao do angulo resso-
nante. Pela definicao, Aw = 09 — 01, 0 que significa que somente um dos angulos criticos
é independente (o outro é, logicamente, definido pelo vinculo). Podemos nos referir, espe-
cificamente, a um angulo ressonante verdadeiro do sistema (Alves et al. |2016). A questao
a ser respondida, entao, é qual dos angulos criticos desempenha esse papel. Trataremos
mais sobre esse assunto na préxima sessao.

Por ora, atentamos para a evolucao dinamica do sistema. Assumiremos, na formulacao
a seguir, (o1, Aw) como o conjunto de varidveis angulares independentes.

Em termos das agoes classicas de Delaunay, (L1, G1) formam o conjunto independente

(em termos de elementos, (a,e;)). Os vinculos que fornecem a relagao entre os elementos
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orbitais dependentes vém pelas equagoes (4.23) e (4.24)).
[IC - (1 + T)L1]2
pi2r? 33

— \/1 _ —(AML; G (4.26)

A9 =

, (4.25)

Utilizando a condi¢ao de canonicidade, derivamos as respectivas agoes conjugadas as

variaveis angulares, obtendo (em termos somente de L; e G1) as novas agoes A; e Ag:

K—L
01, A1:K1+K2: !

— AM; (4.27)
r
IC — (1 + T)Ll

r

Aw, A2 = K2 = Gl + — AM. (428)

As equacoes de Hamilton fornecem a evolucao temporal das varidveis canonicas:

dOl . 8 dAl . 8
g on S H> dt 9o <>
iAw D dA, P
_ 9 _ . 4.9
G " an, “ > dt 9Am “H> (4.29)

Aplicamos, nos préximos desenvolvimentos, a seguinte propriedade: seja tomada uma
fungao f(y1,y2) derivavel qualquer, tal que f : R? — R, e seja uma transformacao ar-

bitraria definida por

T = xl(yh?/?)a (430)

Ty = T2(Y1,Ya), (4.31)

tal que possamos escrever f(z1,x2) = f(z1(v1,v2),22(y1,92)). Tome-se a funcao inversa

U= g(y1 (w1, 2), y2(x1, 2)), € agora, pode-se escrever

g dessa transformacao, g(y) = x~
flxy,29) = fog= f(g(y1,y2)). Derivando a funcdo f em relacdo a x1, obtém-se:

of _ of oyu L of of Oy
83:1 8y1 8[)31 3y2 axl

Analogamente ocorre para as derivadas em relacao a x,. Seja definido, entao, um operador

da derivacao inversa,

dy; 0
8:70, Z ox; 6yj

Temos, em nosso problema, A; = Al(Ll,Gl) e Ay = Ay(L1,Gy). Escrevendo as ex-
pressoes inversas:

Ll = Ll(Al,A2> =K — ’I“(Al + AM), (432)

Gl == Gl(Al, AQ) == IC - T‘(Al + AM) - A1 + AQ. (433)
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Aplicando a equacao obtida para a derivada da funcao inversa, teremos que

9 9 9

e T 1 4.34
on, ~ Tan Ut Uagr (4.34)
5 9

8_/X2 — a_Gl- (4-35)

Agora, se utilizamos as defini¢oes das acoes de Dalaunay, é possivel repetir os passos
anteriores para obter as fungoes inversas que nos fornecem os elementos independentes

a; = a1(Lq,Gh) e e; = e1(Ly,Gy). As relagoes entre os operadores de derivadas parciais

o 2L, o
1
_ LG 4.36
0L, ,u151 Oa, 1 [ ( > ] 861 ( )
9
0

0 _ G, (GY]
oG, 12 Ly

Computar as derivadas do Hamiltoniano médio torna-se uma tarefa mais direta se operamos

sao dadas por

(4.37)

as derivadas em termos dos elementos orbitais, uma vez que < H > é naturalmentes escrito
como funcao desses elementos. As expressoes acima sao aplicadas na determinacao da
evolucao das variaveis angulares.

Voltando para as equacoes de Hamilton, podemos reescrever a evolucao temporal das
acoes canonicas:

dh\y _ 1dLy B [pnda

= = e 4.38
dt r dt 2r \/ ay dt’ (4.38)
dA2 . dGl . (1 +T) dLl .
dt  dt rooodt

- \/“L_lci;ﬁl 51\/»{\/1———@}%, (4.39)

e invertendo as relagoes obtemos as expressoes para a evolugao temporal dos elementos
orbitais:
day  2r 0
E B E 251 80 1

der __ V1-—¢f [— 0 <’H>—(7’\/1—6%+1+7‘)i<7’[> (4.41)

dt 6161,/”1(11 0Aw 301

O mesmo tratamento que aplicamos anteriormente é adotado se optamos por tomar

<H >, (4.40)

(02, Aw) como as varidveis angulares independentes, nesse caso levando em consideracao
as devidas alteragoes nas relagoes (4.25) e (4.26]), e as implicagdes em se tomar as e eg

como os novos elementos independentes.
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4.4 Determinacao do regime de ressonancia: o angulo ressonante

‘verdadeiro’

Abordamos o conceito de angulo ressonante verdadeiro, conforme exposto em (Alves
et al., [2016). Mencionamos que, para o problema ressonante planar, os dois graus de liber-
dade possuem dois modos préprios de movimento, um secular e outro ressonante, sendo
este ultimo caracterizado pela libragao do angulo respectivo, i.e., o angulo critico carac-
teristico desse modo. Da relacao de vinculo entre as variaveis angulares, o9 — 07 = Aw,
tem-se que, enquanto o angulo ressonante descreve um movimento de libracao, o outro
angulo critico ird apresentar um regime de circulagao/oscila¢do, juntamente com o angulo
secular. Dependendo das condigoes dinamicas que caracterizam o sistema, a libragao pode
ocorrer para o angulo interno (o) ou para o angulo externo (o2), e convencionou-se de-
nominar os regimes de ressonancia interior, para o primeiro caso, e ressonancia erterior
para o segundo (Michtchenko et al.; [2008b).

Com isso em mente, apresentamos nesta secao uma metodologia elaborada para uma
determinacao “prévia”’do regime de ressonancia de um sistema. Nao fizemos uso, pro-
priamente, do modelo de Hamiltoniano médio desenvolvido neste trabalho. Mas utiliza-
mos 0 mesmo conceito das expansoes em séries de poténcias, e aplicamos as quantidades
matematicas apresentadas no capitulo anterior (a saber, os coeficientes de Hansen e de
Laplace).

Explicamos a ideia principal, invocando o caso-limite da dinamica de ressonancia para
o problema de trés corpos restrito. No caso de um asteroide cuja orbita evolui dentro de
um cendrio de ressonancia com Jupiter, o angulo que libra é o angulo critico interno (o).
No entanto, para o caso de objetos localizados no cinturao de Kuiper (transnetunianos),
e que se encontram em ressonancia com Netuno, o angulo ressonante é o externo (o3).
Quando muda-se o panorama do sistema, trabalhando com interacoes entre planetas de
massas considerdveis, a dindmica apresenta consequéncias mais complexas (Michtchenko
et al [2008alb)): para um corpo externo mais massivo, a situagao é similar a ressonancia
asteroidal, e o angulo interno oy libra. Contudo, quando o corpo interno é o mais massivo,
ambas as configuracoes ressonantes sao possiveis.

Levando em conta tais informacoes, concebemos o seguinte reciocinio: determinar o

angulo ressonante pressupoe determinar qual das massas orbitantes sofre maior influéncia
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em decorréncia das perturbacoes.

Entao, tomamos as equagoes de movimento newtonianas, para o problema de tres
corpos descrito em coordenadas de Jacobi. Tais equagoes estao expostas no Apéndice [A]
Vamos utilizar os resultados ali derivados, mas considerando a notacao adotada até aqui.

As equagdes de movimento para as massas m; e ms sao, respectivamente,:

0 @] vy = F, (4.42)

.. ™ . ~
I _p 20
ri+ pg 3 1 Iy + U2 |:A82 A3

onde definem-se as quantidades fio = G(mg + mq + ma)/(mg +my), Doz = |re + e1r1|; F1

e F5 sao os termos de aceleracao gerados pela perturbagao:

ng mo mq 1 1
=22 o, T - 4.4
' mo +my [AS " Agj rk g {AS Agj " (4.43)
5 1 1
FQ = —/1251 A—?m — E . (444)

Podemos separar as parcelas advindas das interacoes diretas e indiretas, e tem-se F; =

Fig+ Fi;e Fy=F,g+ Fy;, onde

gm - r
Fig= A32 (ry — eory), Frq= M251A—13; (4.45)
gm . r
Fi;= —A—32(I‘2 +e1r1), Fy; = —MzﬁlA—;, (4.46)
02 02

e os subindices d e ¢ significam direta e indireta, respectivamente.
Nesse estudo mais simples, queremos comparar a intensidade das aceleragoes a que sao

submetidas as massas m; e my. Tomando o médulo de Fi, por exemplo, vem que:

1
[Fil = Gma | 15(r2 = er1) = 5 (r2 + aam) [= (4.47)

1 1 1

1
:Q’mg E+A_32_ EA—?)Q(I'Q—EZI'Q-(I‘Q*Fa?lI'l)

Usamos os métodos explicados nas secoes anteriores para expandir as expressoes
e . Adotamos como primeira aproximacao expandir somente a parte direta das
equagoes. Assim o fizemos pois esta parte do trabalho é apresentada apenas como um
estudo preliminar, com a intenc¢do de averiguar uma (possibilidade de) aplicabilidade do
modelo. Um estudo mais detalhado, no entanto, é essencial para atestar os resultados
derivados daqui.

Tomando o moédulo das quantidades referidas, obtemos

fi2 31
A !

gm
_ 72 |Fyq =

|F1,d AQ )

(4.48)
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Entdao, vemos que a tarefa consiste em expandir 1/A? e ry/A3. Utilizando resultados

apresentados no capitulo anterior, sabemos que

[e.e]

111 52046)
A T o T24L Z [2 (2i+1) /2 ) + Z b (2i+1) /2 ) cos w] (4.49)

onde 1 vem a ser o angulo entre os vetores posicao r; e rp, e ¢ assume somente valores

inteiros. Relembramos que I' é a funcao definida por (3.25). Aqui, adotamos a segunda

aproximacao: sem o advento da demonstragao, utilizamo a relagao de desigualdade:

A? A

i.e., a média do quadrado é menor ou no maximo igual ao quadrado da média. Isso foi

1 1 \?
<—=> < (<—>), (4.50)

feito pois nao ha como aplicar a expansao em coeficientes de Laplace, com as férmulas
apresentadas, no caso de A™2 (o expoente 2 implicaria em i = 1/2, o que nao é possivel,
pois ja afirmamos que 7 assume somente valores inteiros).

Entao, repetindo resultados anteriores, ficamos com

S-S C (e (2) 7 (2) " o e s

n=0 k=0

+Zbl/2 cosw] }

A expansao para Fj 4 vem de forma mais direta:

T_lzﬂi n (—]_)k n o ﬁ n—k+1 Q k—n—SDn
A3 ad — n! k a; as

n=0 k=0
Z bgj/z ) cos j¢]

As quantidades (r;/a;)™ e cost sao expandidas utilizando os coeficientes de Hansen.

1 -
Sb5n(@)  (452)

Tomamos a média sobre os angulos de curto perfodo A\; e A2, e para o caso de < Fj 4 >,
aplicamos a desigualdade assumida para as médias. Para ambas as perturbagoes, ficamos
no final com expressoes separadas para os termos seculares e ressonantes, de maneira
analoga ao que haviamos obtido para o potencial perturbador médio < R >.

Nesta metodologia adotada, o regime de ressonancia é determinado da seguinte forma:
se | < Fua> | = |F7 + B0 > B + BV = < Fua > | =
= 07 ressonante; (4.53)

se| < Fiqg>|= \Flsec) + Flrdes | < |F2seC F(T68)| =| < Fy4 > | = o3 ressonante



86

Capitulo 4. Dinamica da Ressonéancia




Capitulo 5

Testes de Convergencia e Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos os testes de convergéncia realizados para a validacao
do modelo analitico apresentado nos capitulos precedentes. Ao final, apresentamos uma
aplicacao preliminar.

O modelo proposto pelas equacoes (4.6)), e foi implementado em cédigo
Fortran 90. Realizaram-se testes quanto a convergéncia dessas expressoes, visto que se
tratam de séries - teoricamente - infinitas. O principal padrao utilizado na avaliacao dos
resultados foi a comparacao entre as computacoes geradas através do modelo proposto e
aquelas obtidas via modelo semi-analitico, o qual ja havia sido desenvolvido e validado
pelo grupo de Astronomia Dinamica do Departamento de Astronomia do IAG.

E necessario, antes de tudo, definir os parametros fisicos e as condigoes iniciais para o
problema. E de nosso interesse, em particular, o estudo de sistemas dentro ou proximos a
ressonancia 3:1. Isto significa estabelecer p+ ¢ = 3, onde p =1 e ¢ = 2, ou seja: tratamos
de uma ressonancia de segunda ordem.

Tendo em perspectiva aplicacoes ao estudo do sistema de Plutao e suas duas primeiras
luas (Caronte e Styx), utilizou-se os seguintes valores de massas e semi-eixos: my = 1.3029-
10?2 kg e a; = 19597 km, os quais vém a ser os valores de massa de Plutao e do semi-
eixo da drbita de Caronte em relagao a Plutao (Brozovié¢ et al., 2015), respectivamente;
my = 1.5864 - 1012 kg, valor que é equivalente a 1% da massa gravitacional do satélite
Caronte (Brozovi¢ et al., 2015). O semi-eixo da érbita externa, as, é tomado de tal modo
que se tenha o sistema, inicialmente, dentro da ressonancia exata, i.e., ny/ny = (p + q)/p
(= 3/1, neste caso). Em todos os testes aplicados, a razao de massas msy/m; foi mantida

unitdria, exceto nos casos em que indicamos outro valor. Utilizando a relagao (4.8)), é
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possivel chegar a seguinte equagao
5 1/3
_ <p+ q) 2
Az = ax - | — )
p H1

que determina o valor nominal para as dentro da ressonancia exata (ja explicamos que,

em nosso trabalho, chamamos ressonancia ‘exata’ ao caso em que verifica-se a igualdade
ni/ns = (p+q)/p). Para o caso my = my, e fazendo p = 1 e ¢ = 2, obtém-se ay ~ 40736

km.

5.1 Analise de convergéncia

5.1.1 Modelo padrao de comparacao

Explicamos, em linhas gerais, o funcionamento do modelo semi-analitico que usamos
como padrao de comparacao neste trabalho. Nele, o Hamiltoniano médio é computado
também em codigo Fortran, através de uma média numérica efetuada sobre o angulo
sinodico Q@ = (A — A2)/q (Beaugé e Michtchenkol 2003; Michtchenko et al., 2006). As
quantidades r/a sao obtidas através da férmula r = a(1 — ecosu), onde u denota a ano-
malia excéntrica, que é computada através da solugao da equagao de Kepler (
onde toma-se ug = M como primeira aproximacao. As anomalias médias, nesse modelo,

veém através das relacoes
My =01+ (p+9)Q,
My = o9 + pQ.

As anomalias verdadeiras sao obtidas de

f = 2arctan [ 1 tZtan <g)] . (5.1)

As distancias mutuas A e rgy sao calculadas através das relagoes vetorias envolvendo

ry, ro e o angulo ¥ = f; + fo — Aw (Cap. 3)).

Nas secoes a seguir, analisamos a convergéncia do modelo analitico, em termos dos

indices n, N e j, que caracterizam a expansao apresentada nos capitulos anteriores.

5.1.2 Coeficientes de Laplace

Ao implementar as férmulas (3.40) e (3.41) para computagao dos coeficientes de La-

place, é necessario estabelecer um limite superior para o somatério no indice ¢ que aparece
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no somatorio dessas férmulas. Estudamos o comportamento da série de &, para diferentes

valores limites, conforme mostrado na figura abaixo.

*-0-9j=0
*-0-0j=1
*-0-0 =5
*-0-0 =10
;. n R -®- j=20 -
’Sene de poténcias de o MRS Coef. Laplace bm(l'(az)‘
. ©-0-0 j=0
14— ©-0-0 j=5
e eI LSS “To-6-6 j=10 e
250006660666 66506084 PEDED I ,
» P R X R R R R R X ] K
112 — /
;,' 5 | Kk
,f ° ®
L 11 4 eeIeIIIIIItIteree T e/o’ K
gﬂj_ 1o }2— o-0-0- 9 aand //
1.08 ¢ / 7
i o/
- // // <>
eI EEPEIGIOICOIIIIOIOITGTS . o
106 — L’ 4 "
1 4 & '
, _o £
] o .
_e-® S0l
104 | I I 0 4 ——¢—
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Figura 5.1: (a) Comportamento da série dos coeficientes de Laplace bgj/)Q( ), 0 < j <5, em termos do
indice i; €5 ~ 1 e & = 0.48. Essas séries, que nada mais sdo que os somatérios nas féormulas dos coeficientes
>, Bia®!, aparecem para a parte direta do potencial perturbador. (b) Comportamento da funcio analitica

dos coef. Laplace, em termos do parametro «, para distintos valores do indice j.

Na Fig. (5.1p), verifica-se um comportamento rapidamente convergente para a série
de @, independentemente do indice j do coeficiente calculado. Vemos que o desempenho
da funcao torna-se estavel para i > 4. Para o/, espera-se um comportamento que seja, no
minimo, tao estavel quanto o mostrado acima, uma vez que o' << @.

Na Fig. ( .b mostramos o comportamento dos coefientes b1 /2( &) em fungao da razao
« e para diferentes valores do indice j. Pode-se perceber certa estabilidade nos valores da
funcao, aparecendo um aumento abrupto somente quando o« — 1, o que ja era de certo
modo esperado, ja que os b1 /2 sao coeficientes de expansoes em séries de Fourier.

Para o desenvolvimento do trabalho (e portanto, no prosseguimento do estudo aqui
descrito), definiu-se i,,,, = 10 para as séries de calculo. De acordo com o grafico da Fig.
(5.1p), este parece ser um valor razoavel para o indice méximo de célculo. Em nossos

estudos, averiguamos que a precisao computacional ¢ atingida para ,,,, = 20.
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5.1.3 Comparacao com o modelo semi-analitico
5.1.3.1 Curvas Ruedio VS €2 € ORmadio/ 0€2 VS €2

Para comparacao entre os desempenhos dos modelos analitico e semi-analitico, testou-
se o comportamento das curvas < R > vs es € d < R > /dey vs eq, geradas por cada um
dos modelos. Testes similares foram sugeridos em (Beaugé e Michtchenko, [2003)).

Em nossa metodologia, tratamos os dados de duas maneiras distintas, quanto a esta
parte de averiguacao da convergéncia. Tomamos os parametros de massa e semi-eixos ja
estabelecidos como as condicoes iniciais do sistema. As varidveis angulares foram definidas
o1 =90° e Aw = 0°.

No primeiro caso de teste (o qual chamaremos T1), fixou-se e; = 0.005 e e; = 0.01.
Para esses elementos orbitais, obtém-se K = 0.96423 e AM = 1.06042. Para os mesmos
valores de K e AM, computou-se < R >= Rdio(€1, €2,01, Aw) em fungao de ey, dentro
do intervalo 0 < e5 < 0.5. Em cada ponto (eg, < R >), os angulos foram mantidos fixos

nos valores mencionados, e; tomado como um parametro conhecido, e os semi-eixos foram

recalculados através das relagoes (4.23)) e (4.24]), em funcao de e; e es:

2
1 rAM — Ky/1 — €2
a; = ay(er, ez) = 5 > 2 AR (5.2)
JiYeh ry1l—ef—(1+7)y/1—e3

(5.3)

1 [K — (14 #)Li(ar(er, )]
| |

a9 = CL2(€1,€2> = — 7”6
2

K2

Com K e AM invariantes ao longo das computagoes de < R >, garantimos que o estudo
é feito sobre um sistema caracterizado pelas mesmas constantes fisicas, i.e, tratamos sempre
o mesmo sistema, submetido a diferentes condigoes iniciais.

No segundo caso de teste, permitiu-se que AM pudesse variar livremente, como fungao
de e e e9, enquanto K foi mantido fixo, ao tomar-se a; e as com valores tinicos: a; = 19.576
km e as ~ 40.736 km. A excentricidade ey foi novamente tomada dentro do intervalo [0, 0.5],
e para cada ponto computamos < R > em funcao de ey, novamente.

Em ambos os testes, e é 0 tinico elemento independente que varia: em nosso problema,
e1, 01 € Aw sao constantes dentro do dominio da funcdo < R >.

Teste I: a Fig. apresenta os resultados do comportamento do potencial pertur-
bador, para o primeiro tipo de testes proposto (AM e K constantes ao longo das curvas).

Foram adotados quatro valores para e;: 0.005, 0.05, 0.1 e 0.4. Em cada grafico, o resul-



91

Secao 5.1. Analise de convergéncia

tado obtido através do método semi-analitico é mostrado em linha continua vermelha. Os

demais pontos foram obtidos utilizando o modelo desenvolvido.

0 0
Semi-Analitico Semi-Analitico
% X X n=1 j=1 N=1 ’ /4 4 4 n=1 j=1 N=1 +
+ + 4 n5 j=1 N=t _'G;:]?é X X X n=5 j=5 N=5 ++‘|'
& 4 9 n=5 j=5 N=1 {!ﬂ} _4E-006 —|O O O n=10 j=10 N=10 o
4006 —|% X X n=5 j=5 N=2 1 +
X X X n=5 j=5 N=5 |
O O O n=10 j=10 N=10
] -8E-006 —
A A
¥ -8E-006 —| (14 E
v v
i -1.2E-005 —
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4E006 |0 O O n=10 j=10 N=10 +F Q O O n=10 j=10 N=10 ++'|'
-4E-006 —
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+
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+ ]
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Figura 5.2: Curvas de < R > vs ea, para os valores de e; conforme indicado. Sao tomados diferentes

intervalos para os coeficientes n, j e N. K e AM sao constantes de movimento, o1 = 90°, Aw = 0°. Em

linha continua vermelha tem-se o compotamento do modelo semi-analitico usado como padrao.

Cada curva foi computada utilizando diferentes valores limites para os indices de so-

matorios n (relacionado a ordem de expansao em série de Taylor), j (relacionado a ordem

da expansao em série de Fourier) e IV (relacionado a ordem do harmoénico maximo tomado).
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Analisando os resultados acima, é possivel perceber alguns pontos importantes: na Fig.
(5.2/a), nota-se a diferenga sensivel em se tomar o primeiro harmoénico (i.e, o harmonico de
ordem N = 2), pois vemos uma mudanca considerdvel no perfil da curva gerada analitica-
mente, para N =1 e N = 2. Conforme mais harmonicos sao tomados, a correspondéncia
entre os resultados analitico e semi-analitico torna-se mais evidente. O mesmo acontece
para os demais casos, em (b), (c¢) e (d). Para os valores mais altos de e; (Figs. (5.2/c) e
d)), a melhor convergéncia foi atingida para ordens n = 10, j = 10 e N = 10, nos
casos em que a excentricidade interna .

Para cada um dos graficos mostrados na Fig., computamos as derivadas 0 < R >
/Oey. No caso das curvas semi-analiticas, tais derivadas foram calculadas numericamente,
através de uma rotina de derivagao escrita no software Wolfram Mathematica, a qual utiliza
métodos de interpolacao para obter a derivada numérica. Os resultados foram comparados
com as computagoes da derivada analitica de nosso modelo, de forma analoga aos testes
anteriores, e sao apresentados na Fig..

Uma vez que e; e ey sao as varidveis independentes nesse problema, significa que
dey/0ey = 0. Derivar o potencial perturbador em relacdo a es implica derivar implici-
tamente os coeficientes de Laplace bg%(d) e bg%(o/ ), além de derivar explicitamente os

coeficientes de Hansen. As expressoes utilizadas sao dadas abaixo.

do 1 daq das
= g —=): 5.4
dey a3 <a2 de, “ deg) ’ (5-4)

O =, ()~ ~10() ~y da

8—621) bgf/>2(a) =D +1bgf/>2(a)62d_€2; (5.5)
[ 11 do

3_6217/ b&%(o/) =D “b%(a’)eld—@, (5.6)

e da;/0ey, i = 1,2, sdo calculadas de (5.2) e (5.3]). As derivadas dos coeficientes de Hansen
foram apresentadas na subsecao do capitulo 3. As expressoes completas para as

derivadas 0 < R > /ey, e que foram implementadas em nosso modelo, sdo apresentadas

no Apéndice [B]
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Figura 5.3: Curvas de 9 < R > /Jey vs es, tomadas para cada um dos casos de excentricidades e;
indicados. O modelo analitico foi computado novamente para diferentes configuragoes de ordens em n, j

e N. A linha vermelha continua novamente indica o comportamento utilizado como padrao, neste caso, a

curva derivada numérica.

Vemos que nao ha um correspondéncia precisa entre as curvas derivadas exatamente

dos melhores modelos de “fitagem”para < R > (e que ocorre para indices iguais a 10) e

a curva obtida por interpolagao numérica. Tomando-se ordens mais altas para os indices,

atestamos uma convergéncia satisfatoria para os casos de n = 20, 7 =20 e N = 20.
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E interessante mencionar a concordancia qualitativa entre as curvas derivadas em cada
um dos casos (analitico e numérico), no que concerne propriamente ao comportamento:
percebe-se, em todos os casos apresentados, que os pontos criticos e os pontos de inflexao
sao praticamente coincidentes.

Teste II: os resultados para o segundo teste sao expostos a seguir. Agora, os coeficientes
de Laplace sao constantes ao longo de todas as curvas, sendo a razao a ~ 0.481 e I ~
0.964. Apresentamos os casos de excentricidade interna minimo e maximo que vinham
sendo considerados, e; = 0.005 e e; = 0.4, respectivamente. O resultado semi-analitico é
novamente indicado pela linha continua vermelha.

Para e; = 0.005, vemos, da Fig., que mesmo em casos nos quais N = 10, onde antes
tinhamos uma boa correspondéncia, os resultados analiticos divergem do semi-analitico,
para es > 0.3. Para N = 15, os modelos se aproximam mais, e comecam a divergir em
es > 0.4. Ainda nessa figura, com N = 20, os modelos divergem quando e, > 0.45.

Na Fig. [5.5], temos as curvas para e; = 0.4.

Vemos que a divergéncia entre os resultados analiticos e semi-analitico persiste, ocor-
rendo em valores intermediarios de ey, nos casos de menor valor para N. Analisando ainda
a Fig. [5.5] para N = 20, vemos que a coincidéncia entre os resultados é razoavelmente
melhor, e as curvas analiticas divergem em e, > 0.4. Fica claro que tomar ordens n > 20
nao gera melhores aspectos de convergéncia dos resultados.

De maneira analoga ao que ja foi apresentado, temos as derivadas em relacao a es.
Agora, com « constante ao longo de toda a curva, e portanto da;/des = 0. A Fig. [5.6
mostra os resultados para e; = 0.005.

Na Fig. os resultados sao mostrados para computacoes feitas considerando o inter-
valo 15 < N < 20. Averiguamos que, a partir de N = 17, as curvas apresentam saturagoes
extremas, com tendéncia de divergéncias tanto para +o0o quanto —oo.

Para e; = 0.4, mostramos o comportamento das curvas no caso de N = 15, e depois no
intervalo 15 < N < 20, através da Fig[5.8f Em todos eles, as divergéncias sao evidentes,
a partir de e; = 0.3. Computar ordens mais altas em n, 7 ou N nao revelou-se uma
alternativa para melhorar tais comportamentos.

Uma questao é aqui pontuada. Quando mantemos « constante, e tomamos e; = 0.4, a
condicao de close approach nao é satisfeita para e; > 0.3275: i.e., nos casos acima

desse valor, os parametros interno e externo apresentam valores muito préximos, sendo



95

Secao 5.1. Analise de convergéncia
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Figura 5.4: Curvas de < R > vs es, tomadas para e; = 0.005. Os gréaficos indicam os valores maximos
de harmonicos considerados. A linha vermlha continua apresenta o comportamento do modelo padrao

semi-analitico.

& TaZa0o Yezt/Vint Muito proxima de 1, nestes casos (Veys € Yine Se referem aos parametros
definidos ) O que supomos é que, em tais cendrios, a distancia A entre os corpos
orbitantes encontra-se em um dominio de valores muito proximo a singularidade, e o modelo
nao é sufucientemente satisfatorio nessas regioes.

No gréafico apresentado na Fig mostramos a curva de Yez/Yint VS €2, dentro do
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Figura 5.5: Curvas de < R > vs e, tomadas para e; = 0.4. Nesse caso, testamos diferentes configuracoes

para as ordens de expansao.
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Figura 5.6: Curvas de 9 < R > /Jes vs eq, para e; = 0.005.

intervalo 0 < ey, < 0.5, e para e; = 0.005 e e; = 0.4. Consideramos o comportamento para
os dois casos de testes aplicados, conforme indicado pela legenda do grafico.
E possivel notar que, para os testes T1, a razdo entre os pardmetros é sempre maior

que 1.5, para ambos os casos de excentricidade interna, e a condigao (3.15|) é satisfeita. O
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Figura 5.7: Curvas de 9 < R > /0es vs es, para e; = 0.005. Aqui, mostramos as configuragoes de ordem
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padrao (vermelha continua).
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Figura 5.8: Curvas de 9 < R > /Jey vs ey, para e; = 0.4.

0.5

sistema fisico considerado encontra-se distante das configuracoes que caracterizam singula-

ridades. J4 em T2, percebe-se a queda continua da razao ve.:/v;nt, em ambas as situagoes

consideradas para e;. Quando e; = 0.005, por exemplo, a razao torna-se muito proximo

de 1 para valores mais altos de e;. Para e; = 0.4, a razao é unitaria em e, = 0.3275, e
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Figura 5.9: Curvas para a razio entre os parametros externo e interno, Yezt/vint, seguindo a notagao que
denominamos no Capitulo 3, Segao (3.1.1).

é menor que 1 para valores superiores de ey. Tais fatos podem explicar as divergéncias

encontradas nas curvas de < R > e 0< R >/0es.

5.1.3.2  Planos representativos

Sabemos que, juntamente com a energia total (média) < H >, AM e K sao também
quantidades invariantes do sistema, o qual tem a sua dinamica determinada por dois graus
de liberdade. O espaco de fases é, portanto, quadridimensional, dado por dois angulos
e duas acgoes independentes. A estrutura desse espaco, embora possua quatro dimensoes
(o que dificulta sua representagao completa) pode ser estudada através da construcgao de
superficies de secao.

Para um dado conjunto de condicgoes iniciais fixadas, i.e., valores pré-estabelecidos de IC
e AM, o espaco de fases pode ser visualizado, por exemplo, através do plano representativo
(e1,e3) de condigoes iniciais: fixam-se os valores para o angulo critico o1 em 0° e 90°, e
para o angulo secular Aw em 0° e 180°. Os semi-eixos maiores sao novamente obtidos
através das equagoes e .

Nas Figs. e ¢ possivel comparar os resultados obtidos através de nosso modelo
com os resultados gerados através da metodologia semi-analitica. Tais planos representati-
vos foram construidos para as razoes de massa my/m; = 0.1, 0.5, 1 e 5. O modelo analitico

foi computado em ordens razodveis de expansoes, conforme verificou-se para os casos de
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baixas excentricidades: n € [0,5], j € [0,5] e N € [1,5].

Os planos a esquerda nas Figs. e foram obtidos utilizando o modelo semi-
analitico, enquanto que a direita estao os resultados gerados por nosso modelo. A analise
superficial dos graficos permite perceber, em um primeiro momento, uma concordancia,
principalmente qualitativa, entre os resultados obtidos por cada metodologia. Cada curva
representa uma superficie equipotencial, e pode-se ver uma grande semelhanga entre o
perfil das mesmas, para cada um dos casos. Os pontos vermelhos indicam os maximos
globais de energia do sistema, para as condigoes iniciais e parametros considerados. Em
cada um dos planos, esses pontos aparecem para valores bastante préximos (visualmente)

de (eq, e2), quando comparamos os casos de mesmas razoes de massas.
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Figura 5.10: Planos representativos (e, e2) tomados dentro da ressonincia exata 3/1, para razoes de
massa ma/ma: (a)0.1, (b)0.5 e (¢)1. Os valores positivos (negativos) de e; indicam que o3 = 0 (7/2),

enquanto que valores positivos (negativos) de es significam Aw =0 (7).
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Figura 5.11: Planos representativos (e1,es) tomados dentro da ressonancia exata 3/1, para a razao de
massa my/mg = 5. Os valores positivos (negativos) de e; indicam que o1 = 0 (7/2), enquanto que valores
positivos (negativos) de eq significam Aw = 0 ().

5.2 Sistemas exoplanetarios em quase-ressonancia 3:1

Reservamos esta ultima se¢ao para uma breve aplicacao tedrica de nosso modelo. To-
mamos os dados disponiveis na literatura para os sistemas planetarios que encontram-se em
configuragoes préximas a ressonancias 3:1 (considerou-se o intervalo 2.8 < ny/ny < 3.2).
Esses dados encontram-se disponiveis em catalogos, e fornecem os valores estimados para
as massas da estrela e dos pares planetérios, e para os elementos orbitais (a, e, w e ).
Também é dado o tempo de passagem pelo periastro 7 e periodo orbital 7', com os quais
é possivel calcular o valor da anomalia média.

Todos os valores fornecidos para as grandezas orbitais sao astrocéntricos. Aplicar tais
quantidades como parametros em nosso modelo levaria a resultados sem qualquer sen-
tido fisico, uma vez que modelamos o problema de trés corpos utilizando um referencial
baricéntrico de Jacobi. Foi necessario, portanto, realizar a transformacao dos elemen-
tos orbitais astrocétricos para elementos de Jacobi. Com tal finalidade, foi desenvolvida
uma rotina de Fortran. As equagoes utilizadas sdo apresentadas no Apéndice [C] desta
dissertacao.

A tabela[s.1|apresenta os parametros fisicos que caracterizam os sistemas exoplanetarios
considerados, apds a transformacao dos elementos orbitais de um sistema astrocéntrico

para um sistema de coordenadas de Jacobi. A ordem de exposi¢ao, em cada um dos
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Tabela 5.1 - Parametros fisicos dos sistemas exoplanetarios em quase-ressonancia 3:1. M designa a massa
da estrela central, em unidades de massas solares; m é a massa dos planetas, em unidade de massas de
Jupiter. Os semi-eixos a sdo dados em unidades atronomicas au. Os valores de a e de e foram obtidos

apos a transformacao dos elementos astrocéntricos para elementos de Jacobi.

Ne°/Sistema M(Mg ) Pares m(M;) a(au) e Ty/Ty

1-55 Cnc 0.905 55 Cne-b 0.802 0.113 0.004 3.0090
55 Cnce-c 0.165 0.236 0.067

2-GJ 163 0.4 GJ 163-b 3.4-107% 0.061 0.11 2.9702
GJ 163-c 2.2:107% 0.125 0.10

3 - HD 10180 1.06 HD10180-¢ 4.2:107% 0.064 0.077 2.8391
HD10180-d 3.8:1072 0.129 0.143 3.0408
HD10180-e 8.0-1072 0.270 0.065

4 - HD 60532 1.44 HD 60532-b 1.04 0.760 0.28 3.0016
HD 60532-c 2.46 1.581 0.021

5 - HD 7924 0.832 HD 7924-b 2.7-1072 0.057 0.058 2.8337
HD 7924-c 2.5:1072 0.113 0.098

6 - Kepler-1129 1.0-107?  Kepler-1129-b 2.6:107%2 0.164 0.0 3.1445
Kepler-1129-c 2.3-1072 0.353 0.00001

7 - Kepler-430 1.166 Kepler-430-b 3.3:1072 0.225 0.0 3.0850
Kepler-430-c 1.3-1072 0.476 0.00012

8 - Kepler-770 0.94 Kepler-770-c 6.0-1073 0.025 0.0 2.8145
Kepler-770-d 9.0-10% 0.050 0.00002

9-TYC 1422-614-1 1.150 TYC 1422-614-1-b 2.5 0.700 0.06 2.7864

TYC 1422-614-1-¢c  10.0 1.386  0.047
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pares, é planeta interno-planeta externo, em todos os casos. Para o sistema HD 10180, por
exemplo, temos trés planetas: nesse caso, expomos primeiro a ressonancia entre o par c-d,

e em seguida, entre o par d-e.

Uma vez com os respectivos valores de elementos no referencial de Jacobi, construimos
os graficos a seguir: na Fig. [5.12os pares planterarios aparecem distribuidos em termos da
razao entre os movimentos médios e das maiores excentricidades de cada par. A linha em
destaque define a regiao de pontos dentro da ressonancia exata 3:1. Utilizamos o critério
de determinacao do regime de ressonancia, conforme apresentado na Secao do Capitulo

4, e classificamos cada sistema em ressonancia interior ou exterior.

0.3 —
+ 4
. |
1]
o
o)
© 02
Q
k=
1]
o
Q
2 ] 3-1
-
k= + +3 -1
@
< "
(«}) ]
@ o1 + 2
=] 5
w
S + +
] 9 1
0 8 7.l. .l.6
"I' [ | | T‘ AT |
2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2
n,/n,

Figura 5.12: Distribuigdo dos pares planetdrios em termos das razoes de movimentos médios n1/n9 e das
maiores excetricidades entre os pares. Os simbolos azuis determinam sistemas classificados (segundo nossa
metodologia) em ressonancias interiores; simbolos pretos representam ressonancias exteriores. Os nimeros
identificam cada sistema em acordo com a Tabela

Verificamos, por exemplo, que o sistema HD 60532 b-c encontra-se em configuragao de

ressonancia interior, em concordancia com o que é apresentado em (Alves et al., 2016).
Na Fig. a seguir, a distribuigao é apresentada para a razao de massas my/m; e a
maior excentricidade entre os pares. Novamente, separamos os sistemas de acordo com os

regimes de ressonancia.
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Figura 5.13: Distribui¢ao dos pares planetdrios em termos das razdes de massas mo/m; e das maiores
excetricidades entre os pares. Os simbolos azuis determinam sistemas classificados em ressonéancias in-

teriores; simbolos pretos representam ressonancias exteriores. Os numeros identificam cada sistema em
acordo com a Tabela

Percebemos, na Fig. [5.13] que os sistemas em configuracoes de ressonancia interna
ocorrem para razoes ms/my < 0.5. Entretanto, temos posse de poucos sistemas para

garantir com assertividade tal afirmacao, e um estudo mais aprofundado se faz necessario.



Capitulo §

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, realizamos um estudo tedrico do problema classico de trés corpos, nos
atendo ao caso planar. Iniciamos nossas atividades compreendendo o desenvolvimento das
equacoes de Newton dentro do problema de N-corpos, realizando as mudancas de referen-
ciais (inercial arbitrario, inercial baricéntrico e astrocéntrico), e verificando a conservagao
das constantes de movimento (10 integrais cldssicas). Atestamos como a existéncia de tais
integrais tem papel crucial na redugao do nimero de graus de liberdade do sistema. A
mesma problemaética foi abordada, utilizando as coordenadas de Jacobi.

Ainda dentro desta primeira parte, introduzimos o formalismo hamiltoniano, o qual
foi adotado no desenvolvimento fundamental deste trabalho. A compreensao da teoria
de Hamilton-Jacobi e das variaveis canonicas, bem como o entendimento das variaveis de
angulo-agao (que sdo que pares canonicos utilizados no estudo dos movimentos planetérios),
foram fatores de suma importancia ao longo das atividade de Mestrado.

Finalmente, a primeira parte do trabalho foi concluida com a construcao do Hamil-
toniano de um sistema de (N-+1)-corpos, primeiro para um referencial baricéntrico, e em
seguida, utilizando os dois tipos classicos de varidveis canonicas: Jacobi e Poincaré.

De posse dos fundamentos bésicos para o estudo de sistemas dinamicos dentro da
Mecanica Celeste, iniciaram-se os trabalhos que compreendiam a parte principal do projeto.

O cerne de nossas atividades consistiu, primeiramente, no pleno entendimento das
metodologias mais conhecidas na literatura de expansao da funcao perturbadora (ou, como
preferimos dizer, potencial perturbador, no caso de se trabalhar com o Hamiltoniano ao
invés das forgas newtonianas), dentro das quais se destacam o método de expansoes de
Laplace (o qual foi adotado aqui) e o método de expansoes em polinémios de Legendre.

Ambos os caminhos foram estudados. No entanto, é sabido que as expansoes em coeficientes
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de Laplace sao mais adequadas ao estudo de sistemas dentro (ou préximos) de ressonancias
de movimentos médios, e assim justificamos a escolha por essa metodologia.

As expansoes da parte principal do potencial perturbador foram realizadas utilizando
métodos analiticos de desenvolvimentos em séries de poténcias dos elementos orbitais a; e
e; (i =1,2), via expansoes em séries de Taylor e Fourier.

Foi necessario o completo entendimento dessa parte, diante do surgimento de trés novas
quantidades (bem conhecidas nos ambitos da Mecanica Celeste): os coeficientes de Laplace
bgk)(a), os coeficientes de Hansen X, (e) e os operadorde de Newcomb 3/;6’;). A leitura de
diversas bibliografias foi de fundamental importancia para a compreensao dos métodos de
computacao desses elementos.

Obtivemos, primeiramente, duas expressoes gerais para o potencial expandido: a parte
direta Rp e a parte indireta R;. Por critérios dinamicos bésicos, tais expressoes gerais
foram reduzidas via método das médias sobre os angulos de curto periodo (as anomalias
médias M; e M, ou, equivalentemente, as longitudes médias A e Ay). Tal média foi tomada,
na pratica, como uma simples eliminacao, por inspecao, dos termos de curto periodo,
dependentes de ao menos uma das longitudes médias, e que nao envolvessem combinacoes
criticas destas tultimas. Consideramos, teoricamente, o caso para uma MMR qualquer,
tendo o argumento critico uma forma generalizada dada nominalmente por (p+¢q) Ay — pA;.
Sendo assim, ao final de nosso desenvolvimento tedrico, o potencial perturbador estava
dividido em quatro componentes, a saber: as partes direta secular Rgec) e ressonante
RV e as andlogas indiretas, R\ e RV, Acreditamos que este talvez seja o trao mais
sobressalente, i.e., o diferencial maior da expansao obtida: temos em maos, separadamente,
cada uma das contribuicoes dinamicas ao sistema, tanto no que se refere as relagoes de
interagdo gravitacinal entre as massas (direta/indireta) quanto aos regimes & que estao
submetidas (secular/ressonante). Além disso, nosso modelo estd apto a tratar qualquer
razao (p + q)/p de ressonancia de movimentos médios.

Introduzimos as variaveis classicas de Delaunay, adaptadas para o estudo de sistemas
ressonantes. Das defini¢oes das acoes cléssicas, foi possivel obter duas integrais de movi-
mento para o problema, IC e AM, as quais contribuiram para a redugao do nimero de graus
de liberdade do sistema, de inicialmente quatro graus para somente dois. As equacoes de
movimento de Hamilton foram derivadas, de maneira tal a obter explicitamente as relagoes

para as variagoes temporais dos elementos orbitais a; e e; e das varidveis angulares, o; e
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Aw. Ao final, elaboramos um critério analitico superficial (uma primeira aproximagao,

4

por assim dizer) para a determinagdo do angulo ressonante “verdadeiro”, mas deixamos
claro, uma vez mais, a necessidade de estudos mais aprofundados nesta parte.

A dltima parte de nosso estudo consistiu nos testes de convergéncia do modelo, através
da verificacao do comportamento qualitativo e quantitativo das curvas do Hamiltoniano
em func¢ao das excentricidades, geradas pelo modelo tedrico aqui introduzido e comparadas
com o modelo semi-analitico desenvolvido pelo Grupo de Dinamica Orbital do IAG.

Os resultados obtidos foram considerados bastante satisfatorios. Para o caso de uma
ressonancia na razao 3:1, as curvas de < R > vs e, geradas analiticamente apresentaram
comportamentos bastante similares com o modelo semi-analitico padrao utilizado, em di-
ferentes valores tomados para ey, e dentro de um intervalo razoavelmente extenso para a
excentricidade do corpo externo, 0 < es < 0.5. As curvas das derivadas 0< R >/0es,
computadas analiticamente, apresentaram comportamentos qualitativos e quantitativos
muito proximos das derivadas numéricas, mostrando a mesma tendéncia de convergéncia
e concavidade.

A boa correspondencia qualitativa entre os modelos foi atestada novamente através da
confecgao dos planos representativos de condigoes iniciais (eq, es) tomados para diferentes
razoes de massa. Em todos os casos, nosso modelo reproduziu muito bem os resulta-
dos esperados (semi-analitico), no que tange a simples inspecao visual das configuracgoes
apresentadas pelas curvas.

Como esta tultima etapa do trabalho tratava somente da comparagao entre as solucoes
obtidas pelo modelo desenvolvido e o modelo padrao, mais estudos acerca do espaco de
configuracoes do sistema considerado nao foram empregados.

Na secao final do capitulo de resultados, realizamos um estudo basico de alguns siste-
mas conhecidos da literatura, préximos a ressonancia nominal 3:1. Somente para aqueles
sistemas de parametros fisicos bem determinados, realizamos a transformacgao dos elemen-
tos orbitais astrocéntricos para o caso de um sistema de referéncia de Jacobi, utilizando
as equagoes derivadas no Apéncice |C| deste trabalho. Construimos os graficos de ng/ns
VS €maior, € dos critérios tedricos estabelecidos anteriormente, definimos os regimes de res-
sonancia dos pares (interna/externa). Os mesmos sistemas foram apresentados para um
graficode mo/my vs es.

Entendemos que o objetivo do trabalho foi bem contemplado: desenvolvemos uma
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ferramenta analitica, capaz de reproduzir de forma viavel e satisfatéria o Hamiltoniano
para longos periodos de um sistema ressonante de trés corpos coplanar, utilizando-nos
do conjunto canonico de variaveis de Jacobi. Ao final de nosso trabalho, vislumbramos

algumas possibilidades de continuidade:

e Aplicagao de nosso modelo ao estudo da dinamica ressonante de sistemas aproxima-
damente coplanares em quase-ressonancias de movimentos médios. Por lidarmos com
variaveis de Jacobi, abre-se a possibilidade para trabalhar com sistemas de estrelas

binarias, por exemplo.

e A partir das teorias candnicas de perturbacao, desenvolver um modelo analitico de

Segunda Ordem em massa para o problema planar.

e Extensdo para o caso tri-dimensional (aumentando o nimero de graus de liberdade

do problema).
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Apéndice A

Equacoes de Movimento em Coordenadas de Jacobi

para o Problema de Tres Corpos

A seguir, equacionamos o problema de trés corpos nao-restrito, através do formalismo

newtoniano, utilizando a ideia do sistema de coordenadas de Jacobi.
Vamos partir do problema escrito para o sistema astrocéntrico. Seja mg a massa do
corpo central, m e my as massas dos corpos orbitantes. Em relacao ao corpo mg, definimos

os vetores de posicao ry e ry, conforme ilustrado a seguir.

my

r

mo

Figura A.1: Problema de trés corpos nao-restrito. Os vetores ry e ro indicam as posigoes astrocéntricas

de m, e mo, respectivamente; gs é o vetor posicao de ms no sistema de Jacobi.

Na figura acima, A representa a distancia entre os corpos orbitantes: A = |ry — rq].

Introduzimos os vetores posi¢ao em coordenadas de Jacobi, g; e go. Pela definigao:
Q1 =Ty, Q2 = I'y — &1y, (A1)

e definimos as quantidades e; = my /(mo+m1) e 2 = mgo/(mo+my). Invertendo as relagoes

acima, escrevemos os vetores astrocéntricos em termos das coordenadas de Jacobi:

r| = g1, ro = 02+ €101 (A.2)
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Facilmente, vemos que A = |@y — £201]-
Vamos escrever as equagoes de movimento das massas m; e msy, em coordenadas as-

trocentricas. Temos que:

.. ry r—r; Iy
r; + g(mo -+ ml)ﬁ = gmg [—A3 Tg’:| y (A3)
.. rs rh—r n
ry + g(mo + MQ)E = le |:—A3 T§':| <A4>

onde identificamos, no lado esquerdo, a parcela da aceleracao que é devida ao movimento
kepleriano (problema de dois corpos), e do lado direito da igualdade temos os termos
perturbativos.

Agora, vamos reescrever as equagoes anteriores, em termos dos vetores g;, e dos res-

pectivos médulos p; = |@;], i = 1,2. Para a massa my, a transformacao vem direta:

. 01 02 — €201 02 €101
01 -+ g(mo + ml)p—:f = sz |: A3 — Ag2 :| R (A5)
onde Agy = |r3|. No caso da massa mgy, temos:
.. .. +e —€
02 + €101 + Q(mo + m2)92—3191 == _gml Q2—3291 + Q—; (A6)
Ag, A P1

Se abrimos todos os parénteses da equagao anterior, chegaremos a seguinte expressao:

. gmyms 1 1 gmimsy myg my
) = M. G L T A7
@2 * mo + ma A?’ A%2 £ (m[) —|— m1)2 AS + A32 o + ( )
mo+ ma My gmy mo+m; Mg
N e T _ 7 =0
g{ A?n +A3} Q2+m0+m1 [ A82 A‘J &

Separando os termos que multiplicam @; daqueles que multiplicam g5, chega-se a:

. g(mo +mq + mg) mq mo Qm0m1 mo -+ M1 + Mo 1 1
02 + 02

=40 - — A8
mo + my A3 A3, mo+m;  mo+my A3, Ai’l 21 (A.8)
Se definimos as seguintes quantidades:

_ G(mo+my +my)

= G(mo +mq); Ho = e )
pr =

momy
)
mo + my

podemos, finalmente, escrever as equacoes de movimento de Newton, em termos das coor-

denadas de Jacobi:

.. 01 gm2 my mi 1 1

e Je o, T - A9
oty = 5 g e om a9
. - L mq - 1 1
02 + [i2 {_A(%Q + _A3] 02 = —[izfh {_Aég - _A3] 01 (A.10)
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Novamente, o lado esquerdo apresenta a parcela que reduz ao movimento kepleriano,
e do lado direito tem-se os termos devidos a perturbacao. Se denominamos F; e F, as

perturbacoes sofridas por m; e ms, respectivamente, entao:

. 01 . - myo m
01 + p1— = Fi, 02 + (L2 [——i——] 0> = F (A.11)

P} A3, T A3
Mais além, identificamos as partes direta e indireta das perturbagoes: F} = Fy 4+ Fi,; e

Fy = Fy 4+ Fy;.

gmey

Fiq= A3 (92 - 5291)§ Frq = ﬁZﬁlE (A-12)
gm -
Fi, = _A_32<92 +c101); Fy; = —ugﬁlf—g (A.13)
02 02
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Apéndice B
Expressoes Explicitas das Derivadas

Apresentamos aqui as formas analiticas explicitas que foram utilizadas para o desen-
volvimento das derivadas do potencial perturbador, conforme proposto através dos testes
descritos no Capitulo 4, e através das quais obtivemos os resultados ali discutidos.

Trata-se de obter as derivadas parciais do Hamiltoniano médio < H > = Hsaio(€1, €2, 01, Aw)
em relacao a excentricidade externa, es.

Primeiramente, apresentamos as derivadas implicitas de a; e as.

day 2 rAM — K\/1 — €3 re;(Ky/1—e2—rAM) (B.1)

Oes  wf} (ry/1—e?—(1+7r)y/1—¢€d)3 V1—¢é?

Oas  Oas %

dey  Day ey

daz  (1+7)B a2 L. —

(B.2)

A derivada do fator a:

(B.4)

dey a3 Oes Oesy

O 1 [ Oa; Gag}

Os coeficientes de Laplace b sdo funcoes de o também, bem como as n-ésimas deriva-

das D™. Em nosso problema, o fator o aparece multiplicado por uma constante x. Temos

entao:
0 . 8 Y (ka) o oY (ka) Oa 4 da
D" (ka) = —— = ° — = DY) — (B5
Jey  ° (k) dey  O(kav) O(ka) O(ka) 'ia@ * (Ka)ﬂﬁeg (B:5)
Escrevemos a derivada do potencial perturbador como
8 8 a sec res S€ec res
Z < R>=-—(Rp+Ry) = —(RE 4RI 4 R 4 Ryes) (B.6)

des des dey
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Para a parte direta secular, tem-se:

0 sec) ng (mo + ml) 8&2 gm1m2 (—1)k n 1
I Rl = 1- 26, B.7
des as dey * as % nl \k 990 (B.7)
1 aaQ n yvn—=k,j k—n—1 n n n—1yn—=kj k—n—1,5
X | —o—=(e20)" X (e1) X (e2)D b1/2( &) —nega" Xy (e1) X, (e2)
a9 862

0

1) X en) 4 X ) XEH e 2) 50, D"bipa >)]

862

A parte indireta secular possui a forma andloga a anterior, com a presenca do fator

(—1)%:
iR (sec) _ Gmommy 3 (1) (”) (1_ 150) [( a)" 8a2X” "7 (ey) (B.8)

des as ! k 2 as Oey
n,k,j

XX(I)C—TL—l ]( )D/nb ])

da n—~k,j —n— n n n—k,j
V(@) = netta™ ==X (e1) X5 T (e2) D bgj/z( )t (Xo (er)

862

0 n— m n—k,j —n- 9 m
8_€2Xk 1]( 2)D b].]/)Q( )+X0 kj(el)Xé“ 1J( )8 D 51/2( )>

cos jAw

A derivada para o termo ressonante na parte direta é dada por

0 _(res gmim 1k /n a" da n n_ OQ e n
GRS >(><(__2_w 5 [XNP’“% DX e (B9

Oe a n! k as Oe
2 2 Nk 9 des

xD"bg%( ) cos g + Z <Xf;VI;’j(el)XEV’E;q)(e2) cos 1 + X]T\L,;k (e )Xf,( " )(62) cos <p2> D"b1/2(~)]
J
0

~n n— a n— n n— n n
~a [(XNP’W Vg0 XNgre” (€2) DB (@) + X35 (1) X (e2) 5= Dby (6 >)coszvgoo+

Dey” N+a) e

n—=k,j a n a n— n ~
2 { (XNI;’J(el)a XEN(erq)(eg) cos p1 + XNp <€1)6 Xk p+q I (ey) cos g02>D b1/2( &) +
j

n—~k,j —-n n a n
(XN];J(el)XkN(p+q)(e2)C05901+XNp ( )Xk(erq) (e2) 005802) a_D b1/2( )}])

A parte indireta é andloga, com a presenca do fator (—1)7 e do fator o’ ao invés de a.



Apeéndice C
Transformacao de Elementos Orbitais

Tomemos um sistema de trés massa pontuais, mg, m; e mso, sobre o mesmo plano
orbital, interagindo atraves da acao da forca gravitacional. Assumiremos que conhecemos

os elementos orbitais osculadores astrocéntricos, definidos em relagao ao corpo central mq:

A) (A A) (A . -
Z( ), eg ), Mi( ), wz( ), 1 = 1,2. Queremos encontrar as relacoes que expressam os elementos
. J : . (P P - N

osculadores de Jacobi al( ) e eg )| ¢ de Poincaré, al(- Ve el(- ), como fungdes dos primeiros

Qa

elementos conhecidos.

Dados os semi-eixos maiores e excentricidades, conhece-se portanto os movimentos
(4)

7

médios n

(4) _ Hi

i (aEA))EI; M = g(mO + mi)a (Cl)

n

e os periodos orbitais, T,L-(A) = 27r/n§A) de cada corpo.

C.1 Equacoes para o sistema astrocéntrico

. I N . A A
Sejam ry, ry os vetores de posigao astrocéntrica das respectivas massas, e fl( ) e f2( )

. . . . , ~ A

as anomalias verdadeiras. A longitude verdadeira de cada corpo é dada entao por lg ) —
A A . . . . :

fi( ) 4 wg ). No desenvolvimento a seguir, consideramos sempre um sistema referenciado

ao corpo central mg. Para nao carregar uma notacao muito pesada, nos permitimos nao

indicar o indice superior (A) nos elementos.

Em coordenadas retangulares, podemos escrever:

r; = ri[cos ;1 + sinl;j], (C.2)

v; = 1; = 1i[cos ;1 + sin [;j] + ril;[— sin [;1 + cos [;]] (C.3)
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Do problema classico de dois corpos, sabe-se que (Murray e Dermott, [2000)

a;(1—e?)
= C4
" 1+ e;cos f; (C4)

V1—é?

Uma vez que consideramos os elementos osculadores das érbitas, ll =d(fi+w;)/dt = fZ

¢ dado por
1Ay

riv/1—é€?

Da férmula classica vis viva, tem-se o modulo da velocidade orbital dos corpos

v = <3 + i) (C.7)

f; = (14 e;cos f;) (C.6)

Iy Ty = 179 cos D, (C.8)
r; -V, =TT, (C.9)
r|-Vy =117y cos P +r1r2f2 sin @, (C.10)
Iy V] =191 cosP — 7“17"2f1 sin P, (C.11)
vy - vy = (7179 + rlrgflfg) cosd + (f‘lrgfg - 7‘17'“2]51) sin @, (C.12)

ondeq):ll—lg:fl—fg—l—Aw.

C.2 Determinacao das anomalias verdadeiras

Apresentamos dois caminhos possiveis para o célculo das anomalias verdadeiras f; (de-
termind-las se faz necesséario, conforme vemos nas equagoes apresentadas acima). Ambas
as abordagens podem facilmente ser implementadas em linguagens computacionais, e sao

resultados de diferentes maneiras de se trabalhar a equagao de Kepler
M =F —esinFE, (C.13)

onde F denota a anomalia excéntrica.
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C.2.1 Expansoes elipticas: funcoes de Bessel

O primeiro método é puramente analitico. Se reescrevemos a equagao ((C.2) como
E — M = esin F, vemos que F — M ¢é uma funcao periédica impar, e pode portanto ser

expandida em série de senos de Fourier
esin B = ch(e) sin kM, (C.14)

onde os coeficientes de expansao ¢ (e) sao dados por

™

2 ™
cp(e) = —/ esin Esin kM dM (C.15)
0

Usando ((C.2)) para escrever d(esin E) = d(E — M) e reescrevendo a integral, chega-se

a seguinte relagao (Murray e Dermott], 2000):

2 4 2
cp(e) = k_/ cos(kE — kesin ) dE = EJk(k‘e), (C.16)
™ Jo
onde
1 v
Jp(ke) = —/ cos(ke — kesin E) dE (C.17)
™ Jo

é a fungao de Bessel de primeira espécie (Bowman| 1958). Para m > 0, é possivel tomar a

seguinte forma analitica:

WE

J(z) = (=1" <§>2n+m (C.18)

“— nl(n+m)! \2

Pode-se entao reescrever a equacao de Kepler, usando os ltimos resultados:
=1
E=M+42 —Ji(ke) sin kM C.19
> ke (C.19)

Em (Brouwer e Clemence, 1961) encontram-se as derivagoes das relagoes abaixo:

sin f = 2v1 — €2 Z ——Jk ke) sin kM (C.20)

2(1 —
cos f=—e+ (—e Z Ji(ke) cos kM (C.21)
€ k=1
As equagoes acima sao expressoes analiticas que podem ser aplicadas nos resultados da

secao anterior.
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C.2.2 Solugoes iterativas da equagao de Kepler

A equagao é uma equagao transcendental. Isto significa que ela nao é passivel
de ser expressa através de fungoes elementares, pois nao possui uma solugao exata: para
obter suas raizes, se faz necessario recorrer ao calculo numérico.

Em (Murray e Dermott, |2000) é apresentado um método iterativo bastante simples

para obter a solugao:

Ei-l—l = M + esin Ez 1= 0, 1, ceey (C22>

onde toma-se Fy = M como a primeira aproximacao. As iteracbes podem ser realizadas
até que um determinado critério de precisao seja satisfeito: por exemplo, que a diferenga
0F = FE;,1 — F; seja inferior a um limite previamente estabelecido.

Conhecendo a anomalia excéntrica F, pode-se determinar univocamente a anomalia

tan <£> = \/Etan (g) (C.23)

O médulo do raio vetor r é conhecido através da relacao

verdadeira f, através de:

r=a(l —ecosE) (C.24)
As quantidades 7 e f podem ser obtidas aplicando os valores encontrados para f, dentro
das respectivas equagoes apresentadas na secao (C.1)).
C.3 Equacoes para o sistema de Jacobi

Sejam @; e @9 0s vetores de posicao astrocéntrica das respectivas massas. Em termos

das quantidades conhecidas, tem-se:
01 =Ty, 01 = Vi; (C.25)
Q2 = T2 — Iy, 02 = Vy — YVi; (C.26)

onde v = my/(mo + my)
H&4 que se ter atengao quando tratamos dos modulos das quantidade acima. Temos

que:

P1:|91|:v91'91=7“1:>,01=7'"1, UiJ):|Q'1|:\/Ql'Q'1=U1 (C.27)
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Para obter as expressoes da variacao temporal das segundas quantidades, atente-se:

1/2
pr=les = [r2 + 7% — 2701 02)', (C.28)
. d 1 ) ) ) .
P2 = —(22 = p_ rafs + 2riiy — Y[(F1ra + 1172) cos P (C.29)
2

—7"17“2(f1 - fz) sin @]

Y

e a velocidade dgy/dt
o = leal = [03 +7%u = 29wy - v] 0 (C30)

Nas equacoes anteriores, @1 - @2 = p1p2 cos v, onde ¥ vem a ser o angulo entre os vetores

posicao @1 e @2. Em termos das quantidade conhecidas:
01 02 =T Ty — i =rirocos ® — yr} (C.31)
Algumas relagoes pertinentes ao problema:

Q101 =Tr1"Vy (C.32)

@2 02 =Ty Vo — y(ry- Vi +11- Vo) + 971 - vy (C.33)

Obtivemos todas as relacoes acima em termos de quantidades que assumimos serem

conhecidas, através das equagoes dadas na segao [C.1]

C.4 'Transformacao dos elementos orbitais: Astrocéntrico para Jacobi

Os semi-eixos maiores e excentricidades podem ser obtidos através das relagoes classicas

do problema de dois corpos (Ferraz-Mello et al., 2005)):

a=-—H__ (C.34)

2 —rw?’

. \/ (1-0) s (.35)

onde usamos a velocidade definida no referencial de movimento kepleriano

w = 3 w = |wl|, (C.36)

e B; = Mm;/(M +m;), com M designando a massa do corpo central (o qual, atente-se,
nem sempre sera o corpo mg, como podemos ver na formulagao jacobiana). O vetor p

define o momento linear conjugado a coordenada r.
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No referencial de Jacobi, as relagoes que definem os elemetos orbitais sao reescritas

COIMO:
() _ _ Hapi W — Go- C.37
a”L 2/’:(/@ _ pzw’?? IU"L gal? ( ° )
2
o) — 1_ P 4 (0 - Wi); (C.38)
¢ el ()
i Hi;

k=0
Para as coordenadas de Jacobi, tem-se

Wz({]) =k Tk, (C.40)
MEOg—1

onde 7, € 0 vetor momento conjugado a respectiva coordenada g. Na se¢ao do capitulo
2] apresentamos as expressoes que fornecem os momentos conjugados as coordenadas de
Jacobi, em termos dos momentos dados em um referencial baricéntrico inicial. Observando

as relagoes, é possivel obter que

w) = o, (C.41)
Temos, finalmente:
o) — o, el = e, (C.42)
. 2 ( )2
) _ H2p2 ) _ P2 02 02
Ay " = ﬁ, €y = <1 - (J)) + — ) <C43)
flo — PaWsy ag M2y

C.5 Equacoes para o sistema de Poincaré

J& conhecemos a formulacao de coordenadas de Poincaré, na qual a posicao do i-
ésimo corpo ¢ astrocéntrica, enquanto o momento conjugado a respectiva coordenada é
baricéntrico. Sejam (1 e (3 os vetores de posicao utilizando as coordenadas de Poincaré, e
os respectivos momentos conjugados definidos por IT; e Il,.

¢1=r1, I, = Py; (C.44)
Go = T3, I, = P», (C-45)
onde P; = m;V; é o momento no referencial baricéntrico (V; denota a velocidade ba-

ricéntrica do i-ésimo corpo). Vale, entao, a relacao

I, +1II, + I, =0 (C.46)
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Retomando as expressoes derivadas para os momentos canénicos de Jacobi, apresenta-

das na secao do capitulo , é facil encontrar, de (2.4]), que
P1 =T — YT, (047)
PQ = T9 (C48)

Usando a definicao de velocidade kepleriana, temos que

oy - ™; ~ g;
W, = 0i= =, B
Bi m;o;—1

Dos resultados derivados nas se¢oes anteriores, obtemos

T mgo +my +m
Wéj) = ~—2 = ( 0 ! 2)m2V2 = Vgy — 7YV (C49)
Bo  ma(mo +my)
e, em termos das velocidades astrocéntricas, tem-se

1
Vg = M[(mo + ml)VQ - mlvl], (050)

M = mg + m1 + mo. Fazendo analogamente para Vi, chega-se a

1

Vi=————|(moeM + mimy)vy — (mg + my)mav C.51
1 M(m0+m1)[( 0 1me)vi — (mg 1)MaVa| ( )
Da relacao de conservacao ((C.46|), facilmente tem-se
1
VO = ——(m1V1 + mQVQ) (052)
mo

No senso das coordenadas de Poincaré, as defini¢oes das velocidades keplerianas ficam

wi = My wilh =2y, (C.53)
b Ba

Os modulos das velocidades baricéntricas serao dados por:

1
Vi=|Vi{=+vV, - V= —— M 2?2 C.54
1= | Vil 1° Vi1 M (mo + m1) [(mo + myma) vy + ( )

m(mo 4+ ma)*v; — 2ma(meM + mymy)(mo + mq)vy - Vz] :

1
Vé = |V2‘ =\ V2 : V2 = M (mo + m1)2v§ + m%vf — 2m1(m0 -+ ml)vl . V2:| (055)
Fornecemos abaixo alguns resultados tteis, em termos das quantidades conhecidas (as-

trocéntricas):

P my my
rl-wg ):—rl-Vlz

Io M By (mo 4+ mq)

—ma(mgy + my)ry - Vo,

{(moM + myma)ry - vy (C.56)

P mg mo
r2.wg ):—r2-V2:

P M 3,

|:(m0 + m1>r2 * Vo — 1Mo - Vq (C57)
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C.6 Transformacao dos elementos orbitais: Astrocéntrico para Poincaré

Usando as expressoes de ((C.35)), podemos calcular os elementos orbitais de Poincaré

(ou elementos astrocéntricos canonicos (Ferraz-Mello et al., [2006))):

a(P) _ H1T1 _ Mlﬁ%rl
! 2y — rw'? 2m B — mir Vi
2
(o () w2
1= o7 @
1 H1Gq
(P) _ [2T 123375
a2 —

2ty —ryws® 2 — mira V3

2 P
NI Y U R
2 (P) (P)

g M2y

(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)
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