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2.2 PROBLEMA INVERSO

A teoria de inversdo trata do problema de se fazer inferéncias sobre sistemas fisicos a
partir de dados observados. Visto que quase todos os dados estdo sujeitos a alguma incerteza,
essas inferéncias sdo, portanto, estatisticas. Além disso, uma vez que apenas pode-se registrar
um ndmero finito de dados (ruidosos) e uma vez que sistemas fisicos sdo geramente néo
lineares, poder&o existir varios modelos que se ajustardo aos dados.

A filosofia do processo de inversdo €, entdo, inferir os parametros do modelo que
descreve o meio fisico, cuja solugdo do problema direto propicie valores calculados os mais
semelhantes possiveis dos dados observados. Entretanto, este processo € complicado, em
virtude de todas as incertezas que existem em qualquer problemainverso, tais como:

e 0 qudo precisamente os dados séo conhecidos;

e se a teoria fisico-matemética que descreve a resposta do sistema fisico contribuira
significativamente na predi¢ao dos dados cal culados;

e eseaparametrizagcdo do meio fisico, a funcéo objetivo e atécnica de busca do minimo
global sdo adequados.

Existe uma grande variedade em numero e sofisticagdo de métodos que sdo usados
para resolver problemas inversos. Incluem-se dentre esses métodos, procedimentos de
otimizacao que abrangem abordagens globais e locais.

Métodos locais sdo normalmente divididos em duas categorias. métodos gradiente e
métodos diretos (livre de derivadas). M éodos que empregam o gradiente, envolvem o calculo
da funcéo e suas derivadas em cada iteragdo. Tais métodos séo poderosos, mas requerem que
a funcdo sgja diferenciavel sob o dominio relevante. Métodos diretos, no entanto, envolvem
apenas o caculo da funcéo; sdo geralmente menos eficientes do que os métodos gradiente,

porém, como eles ndo requerem o calculo das derivadas sdo mais simples e aplicaveis a
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otimizagdo de fungdes ndo diferenciaveis. Ambos os casos necessitam de se fornecer uma boa
solugdo inicial (chute) para calcular ou atualizar o0 modelo corrente. Dado um bom modelo
inicial pode-se obter a solugdo correta em poucas iteragoes.

Algoritmos de busca global usam a informagéo sobre o comportamento da funcéo
objetivo mais globalmente para atualizar e calcular o modelo corrente. A vantagem é que tais
métodos ndo sdo sensiveis a escolha inicial dos modelos e a presenca de minimos locais,
porém, sdo computacional mente mais dispendiosos.

O desafio atualmente é determinar uma maneira 6tima de se combinar as duas
abordagens, de modo gue o procedimento resultante (hibrido) explore os importantes aspectos
de ambos os métodos.

Para encontrar o valor minimo da funcdo objetivo, utilizou-se o procedimento de
busca aleatéria controlada — Controlled Random Search (CRS) (PRICE, 1977), por ser um
método de busca global, de facil implementacdo computacional e adequada a solucdo de
problemas inversos ndo lineares, como é o caso do problema considerado neste trabal ho.

Apesar do procedimento CRS ndo ser um método amplamente difundido no meio
geofisico como os métodos globais conhecidos por simulated annealing e agoritmos
genéticos, citam-se os trabalhos de Silva e Hohmann (1983) sobre dados magnéticos, Smith e
Fergunson (2000) sobre dados de refraco sismica e Tuma (2002) sobre dados de reflex&@o
sismica, em que o método mostrou-se eficiente em aplicacdes geofisicas. Na Ultima secéo

deste capitulo esta descrito o procedimento CRS e uma nova abordagem deste algoritmo.

2.2.1 Funcgéo objetivo

A determinacdo de parametros elasticos de subsuperficie através da inversdo dos

coeficientes de reflexdo da onda P refletida € um problema de otimizacdo ndo linear que
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consiste em encontrar o vetor de pardmetros m =[m,,m,,...,m,, | de modo que uma funco
objetivo f(m) sgjaminimizada.

A funcdo objetivo utilizada no procedimento de inversdo é a fungdo de minimos
quadrados para quantificar a semelhanca entre as amplitudes cal culadas e observadas da onda
P refletida. Portanto, o melhor gjuste dos dados calculados aos observados esta associado ao
valor minimo de f, dado pela expressao:

1/2
f= Z{Z(A}’F’f - A?‘?“k‘:)z} (217)
i Lk

onde,
—oindicej refere-se ao nimero do trago registrado;
— 0 indice k refere-se ao nimero da amostra dentro da janela de tempo;
— A°™ 530 as amplitudes observadas no sismograma registrado;
— A¥® 530 as amplitudes do sismograma sintético calculado em func&o dos parametros (h, Vi,
Vpi+1, VS, Vs « 1, pi, o1 + 1) que correspondem, respectivamente, a profundidade do refletor,

velocidade da onda P, velocidade da onda S e densidade dos meios acima (indice i) e abaixo

(indicei + 1) do refletor considerado.
2.2.2 Par ametr os do modelo

A parametrizacdo do modelo € um dos elementos chave na aplicabilidade de qual quer
método de inversdo, pois, € ela quem dita os tipos de model os que podem ser explorados.

O problema inverso proposto tem quatro incognitas (Vsi, Vs, o1, o2, sendo que o0s
indices 1 e 2 referem-se, respectivamente, aos meios acima e abaixo do refletor em questéo).
Acredita-se que deixar a velocidade da onda P (Vp1, Vp.) e a profundidade do refletor (h)

como mais parametros a serem estimados pelo processo de inversdo (7 parametros)
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aumentaria muito a complexidade do problema considerado, portanto, sera assumido que as
velocidades da onda P e a profundidade do refletor foram determinadas através do

processamento e analise convencionais ao método de reflex&o sismica.

2.2.3 Solucao do problema direto

A modelagem dos dados para o0 problema em questdo consiste no célculo do
sismograma sintético de reflex@o, considerando-se meios elésticos e homogéneos. Para tal,
utilizou-se o programa SEIS88 (CERVENY; PSENCIK, 1988) que através do método do raio

permite calcular tempos de chegada, amplitude e fase dos coeficientes de reflexéo.

2.2.4 Descricao do algoritmo de busca

Para encontrar 0 minimo da equacdo (2.17) empregou-se 0 procedimento de busca
aleatdria controlada (CRS) para otimizagdo global conforme descrito por Price (1977). Um
novo procedimento, baseado no algoritmo CRS e no método simplex de Nelder e Mead
(1965) (NMS) foi implementado, e seu desempenho comparado com o agoritmo de Price.

Inicialmente serdo descritos o algoritmo CRS de Price e 0 método simplex de Nelder e
Mead e ao término desta secéo serd apresentado e discutido o algoritmo CRS modificado. Na

descricdo, tanto matrizes como vetores, foram denotados por |etras mailsculas em negrito.

2.2.4.1 O agoritmo CRS de Price

O procedimento de busca aeatdria controlada (CRS — Controlled Random Search) é

um método direto, aleatdrio, ndo requer que a funcéo sgja diferenciavel ou que as varidvels
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sejam continuas e € aplicavel na presenca de vinculos. Os aspectos essenciais do algoritmo
estdo indicados no diagrama de fluxo da Figura 2.1.

O agoritmo de Price consiste, inicialmente, em escolher aleatoriamente L pontos
(sujeito a vinculos, se houverem) sobre um dominio de busca, B, definido pelos dominios de
cada um dos M pardmetros. A funcdo objetivo é calculada em cada ponto de busca, e a
posicdo e o valor da fungcdo objetivo correspondente a cada ponto sGo armazenados numa
matriz, A. O ponto (H) com o maior valor de funcdo objetivo, f(H), é determinado e
armazenado. Em seguida (M + 1) pontos de busca sdo escolhidos a eatoriamente entre os L
pontos armazenados atualmente em A.

Em cada iteragdo este conjunto de (M + 1) pontos constituird um simplex e, entdo, um
novo ponto de busca Q sera selecionado através da reflex@o do (M + 1)-ésimo ponto de busca
com respeito aos M primeiros pontos de busca do simplex, de acordo com a equagdo vetorial
Q =2+«C - P, onde P € a posicdo do (M + 1)-ésimo ponto de busca e C € a posi¢cao do
centréide dos M primeiros pontos do simplex.

Calculada a posicdo de Q que satisfaz os vinculos, afuncéo objetivo € avaliadaem Q e
seu vaor, f(Q), € comparado com f(H). Se f(Q) for menor do que f(H), H sera entéo
substituido em A por Q. Se Q falhar em satisfazer os vinculos ou se f(Q) for maior do que
f(H), entdo Q sera descartado e um novo ponto Q sera calculado a partir de um novo conjunto
de M + 1 pontos. Ap6s a substituicdo de H e f(H) por, respectivamente, Q e f(Q), os critérios
de parada sdo testados e o0 procedimento € interrompido quando um desses for satisfeito.

Trés critérios foram adotados para o término da busca:

i) Distribuicéo plana dos pontos de busca.
f(H)-f(L)<eg,, (2.18)
onde f(H) e f(L) sdo, respectivamente, 0 maior e o menor valor de funcdo objetivo da

populagdo e e, € o valor detolerancia
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ii) Proximidade dos pontos de busca. Este critério de convergéncia estabel ece que o processo
serd repetido até que os pontos de busca encontrem-se proximos o suficiente, dentro de um
valor detoleréncia ¢, estipulado de modo que os pontos sejam considerados similares. Isto é
medido através da expressao,

IP.-C|<e,, parai=1,2,...,L (2.19)

onde ||P, — C|| representa a distancia do i-ésimo ponto ao centréide da populagao(L), dado por

1 L
C:_{ZPJ | (2.20)
L i=1

Isto assegura que todos 0s pontos convergiram para as vizinhancas de um étimo ponto e a
busca tornou-se local.

iii) Quando um nimero especifico, itmax, de iteracdes é excedido.
2.2.4.2 O método simplex de Nelder e Mead (NMS)

Este € 0 método de busca direto mais popular para otimizagdo de funcfes reais sem
vinculos. E baseado na comparacdo dos valores da funcio objetivo nos vértices de um
simplex. Um simplex é uma figura geométrica regular consistindo de M + 1 vértices. Na
Figura 2.2 é apresentado um diagrama de fluxo esquematizando todas as etapas do algoritmo,
conforme descrito a seguir:

1) E dado um chute inicial, Py, representado por um vetor M-dimensional que indica a posicéo
deste ponto no espacgo de model os.

2) Um simplex inicial € construido, consistindo do ponto inicial e dos pontos adicionais
determinados através da seguinte expressao:

Pj:Pl+§j,paraj=2,3,...,|\/l+l (2.21)
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onde &; €dado apartir da seguinte matriz,

J S &2 v &maj Em,j
2 p q : q q
s |a p a g
M [ g q P g
M+1| q q q p

onde pzi(\/M +1+ M —1); g= a (\/M +1—1) e a é o tamanho do lado do simplex.

M~/2 M+/2

3) Uma vez que o simplex é formado, a funcdo objetivo € avaliada em cada ponto (vértice).
Determinam-se entre os M + 1 pontos do simplex, os pontos. P, Ps e P;; para os quais a
funcdo objetivo assume respectivamente o seu maior, segundo maior e menor valor. O pior
ponto (valor mais ato de funcdo objetivo) sera substituido por um novo ponto. O método
NMS procede a busca do minimo usando trés operacdes. reflexdo, contracdo e expansao.

4) Primeiro, um ponto refletido, Py, é localizado da seguinte maneira:
1 M +1
P,=C+a(C-PR,), C:V 2P P (222)
i=1

onde, o € uma constante positiva e C € o vetor com as coordenadas do centroide de todos os
pontos excluindo o pior ponto, Py,
5) Se o ponto refletido, P, for o melhor ponto, um ponto expandido, Pe, é calculado por:
P.=C-y(C-P,) (2.23)

onde, y é uma constante positiva

Se 0 ponto expandido for melhor do que o ponto refletido, o pior ponto é substituido
pelo ponto expandido e 0 processo reiniciado. Caso contrério, o pior ponto € substituido pelo
ponto refletido e 0 processo reiniciado.
6) Se o ponto refletido ndo for o melhor ponto, porém ndo € pior do que o segundo pior, Ps, 0

pior ponto é substituido pelo ponto refletido e o processo reiniciado.
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7) Se o ponto refletido tem o pior valor de funcéo objetivo dos pontos correntes, um ponto
contraido, P, é localizado como segue:
P.=C-B(C-PR,), (2.24)
onde 3 situa-seentreO e 1.
Se o ponto refletido for melhor do que o pior ponto, porém ndo é melhor do que o
segundo pior, um ponto contraido é calculado a partir do ponto refletido como segue:
P.=C-B(C-P,), (2.25)
A funcéo objetivo € agora avaliada no ponto contraido. Se uma melhora é alcangada, o
pior ponto é substituido pelo ponto contraido e o processo € reiniciado. Caso contrario, 0s
pontos séo movidos uma meia distancia em direcdo ao melhor ponto deste simplex:
P =(R+R)2 (2.26)
€ 0 processo € entdo reiniciado.
O procedimento é interrompido quando o critério de convergéncia ou de parada é

satisfeito.

2.2.4.3 O agoritmo CRS modificado

Uma nova abordagem do procedimento CRS de Price é proposta. O algoritmo CRS
modificado combina num Unico procedimento elementos do método de Price e de Nelder e
Mead. Esse novo procedimento difere-se do algoritmo CRS original em dois aspectos:

i) Escolha do pdlo do simplex. No algoritmo original o ponto que sera tomado como o vértice
do simplex a ser refletido, designado pdélo do simplex, é escolhido aleatoriamente, pois a
escolha do (M + 1)-ésimo ponto de um determinado conjunto de M + 1 pontos (que pode ser
gerado em qualquer ordem) é aleatdria. No algoritmo atual, escolha foi modificada de tal

forma que o ponto com o maior valor de funcéo objetivo entre os M + 1 pontos € selecionado



31

como pdlo do simplex. Ta modificacdo propende a acelerar a convergéncia do procedimento,
porém essa melhora tende a comprometer a eficicia da busca, pois reduz seu dominio e
conseguentemente as chances de encontrar 0 minimo global. No algoritmo proposto, 0
dominio de busca (neste caso, “dominio de busca’ refere-se ao conjunto dos possiveis novos
pontos de busca) é caracterizado pelo nimero de diferentes maneiras no qual M + 1 pontos
podem ser escolhidos a partir da configuragdo de L pontos armazenados em A. O algoritmo de
Price tem o dominio de busca M + 1 vezes maior conforme ilustrado na Figura 2.4.

Por outro lado, o algoritmo implementado € mais eficiente, porgque a probabilidade de

sucesso (f(Q) < f(H)) numa dada tentativa € maior do que no algoritmo de Price, como
podemos verificar novamente através da Figura 2.4.
ii) Operacbes sobre os veértices do simplex. No algoritmo modificado utiliza-se
estrategicamente o fato do ponto, tomado como pdlo do simplex, possuir 0 maior valor de
funcdo objetivo e, portanto, emprega-se as operacoes de reflexdo, expansdo e contragdo aos
vértices do ssimplex, ao invés de usar apenas a reflexdo do pdlo. Essas operacOes estdo
descritas no agoritmo apresentado anteriormente.

Em poucas palavras, a estratégia adotada foi a seguinte: combinar no mesmo
procedimento a busca global realizada pelo agoritmo CRS realgada por enfoques locais
obtidos através do agoritmo NMS. De fato, depois de um determinado passo do
procedimento CRS original, o algoritmo modificado procede rigorosamente da mesma forma
gue algoritmo NM S e a busca torna-se local.

Uma outra consideracé@o é que o algoritmo origina de Nelder e Mead foi formulado
para problemas de dominios ilimitados. Com a busca restrita a um dominio, B, um ponto X
poderia deixa-lo apos uma operacdo de reflexdo ou expansdo. Caso isso aconteca, 0 ponto
seria projetado no limite de B, conforme descrito por Luersen e Le Riche (2004), se

X <U,entdo x =u;, ese X >V, entdo x =V, (2.27)
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onde x; € 0 i-ésimo elemento do vetor de parametros indicando a posi¢ao do ponto no espaco
de busca definido pelos limites inferior e superior, respectivamente u ev.

O procedimento € interrompido quando um dos critérios (2.18) a (2.20) for satisfeito.



Variaveisde entrada
M — 0 nimero de parémetros; L — 0 nimero de model os correntes a serem
alojados; V — o dominio inicial, definido pelos limites superior e inferior
de cada paréametro.

{

Escolher aeatoriamente L pontos em B, consistente com vinculos, e calcular
o valor dafuncdo objetivo em cada ponto. Alojar as coordenadas e os valores
dafuncdo objetivo numamatriz A de dimensdesL x (M + 1).

2

Determinar entre os pontos armazenados, o ponto H,
1 com o maior valor de funcéo objetivo, f(H).
|

2

Escolher aeatoriamente M + 1 pontos distintos P1, Pa, ..., Pu +1do conjunto

Pwm, afim de determinar o proximo ponto de busca, Q, tal que Q = 2*C — Py + 1.

de L de pontos alojados em A. Determinar o centréide, C, dos M pontos P1, P, ...

O ponto Q
satisfaz os
vinculos?

Calcular f(Q), o valor dafuncéo objetivo em Q.

A

E f(Q) < f(H)?

Substituir em A, as coordenadas e o valor da
funcdo objetivo de H por aquelas de Q.

O critério de
parada é
satisfeito?

Figura 2.1 — Diagrama de fluxo do algoritmo CRS de Price.
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Inicio do simplex

A\ 4

P, — i-ésimo ponto do simplex

f(P,) — vaor dafuncéo objetivo em P;.

P;, — ponto do simplex onde a fungo objetivo assume o maior valor

P, — ponto do simplex onde a funggo objetivo assume o segundo maior valor

Determinar P, P, P, C,
f(P,), f(Py) ef(P)

P, — ponto do simplex onde a fungéo objetivo assume o menor valor
C - centréide do simplex (n&o considerando P,)

!

o~ coeficientedereflexdo =1
B — coeficiente de contragéo = 0,5

Reflexdo: P, =C +a (C - P,)

y — coeficiente de expansdo = 2

f(P,) <f(Py? Substituir P,, por P,

Expanséo: P,=C +y (P, - C)

Contragéo: P,.=C + B (P, - C) | €

SIM

SIM
\ 4 \ 4

Substituir P, por P,

Substituir todos P;’s

Substituir P,, por P, por (P, + P)/2
1

Substituir P,, por P,

\ 4 A 4

A

Convergiu?

SIM

Figura 2.2 — Diagrama de fluxo do cléssico método simplex de Nelder e Mead.



Variaveis de entrada
M — o0 nimero de parametros; L — o0 nimero de model os correntes a serem alojados;
V —odominioinicial, definido pelos limites superior e inferior de cada parametro.

v

.| Escolher aleatoriamente L pontos em V, consistente com vinculos, e calcular o valor dafungéo objetivo em
cada ponto. Alojar as coordenadas e os valores da funcéo objetivo numamatriz A de dimensdesL x (M + 1).

v

Determinar entre 0s pontos armazenados, o ponto H, com o maior valor de fung&o objetivo, f(H).

v

Escolher aeatoriamente M + 1 pontos distintos Py, P, ..., Pm+1do
conjunto de L de pontos alojados em A que formardo o simplex aleatério.

v

Entre os M + 1 pontos do simplex determinar P,, P, P, C, f(P,)), f(P) ef(P,)

v

Reflexdo: P, =C + o (C - P)
Se P, esta forado dominio: Projecéo nos limites

Expanséo: P,=C +y (P, - C)
Se P, esta forado dominio: Projegéo nos limites

\ 4
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Substituir P,, por P,

Contraggo: P,=C + p (P, -

A

C)

SIM

\ 4

Substituir H por P, Substituir H por P,

Substituir todos P;’s
por (P; + P,)/2

Substituir H por P,

) {

!

NAO \\
w

Figura 2.3 — Diagrama de fluxo do algoritmo CRS modificado.
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Pare



36

a)
15 I
< Configuragdo em duas dimensides de B pontos armazenados
£ Conjunto de B0 possiveis novos pontos baseados nesta configuragdo
10
[
2
T
=
5
=
o
5 /
0
- 10
Pardmetra 1

I
< Configuragdo em duas dimensides de B pontos armazenados
& Conjunto de 20 possiveis novos pontos baseados nesta configuragdo

¢

Pardmetro 2

Pardmetra 1

Figura 2.4 — Conjunto dos possiveis novos pontos de busca calculado a partir de uma dada configuracdo de 6
pontos de busca: a) parao algoritmo CRS original, e b) parao CRS modificado.



